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§10. 商集合とwell-definedness

同値関係のあたえられた集合から商集合という新たな集合を構成することができる. Xを空
でない集合, ∼をX上の同値関係とする. このとき, a ∈ Xに対して, C(a) ⊂ Xを

C(a) = {x ∈ X | a ∼ x}

により定める. C(a)を∼による aの同値類, C(a)の各元を C(a)の代表元または代表という.

C(a)は [a]等と表すこともある. 同値類に関して, 次がなりたつ.

定理10.1 Xを空でない集合, ∼をX上の同値関係とする. このとき, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) 任意の a ∈ Xに対して, a ∈ C(a)である. 特に, C(a) ̸= ∅である.

(2) a, b ∈ Xとすると, 次の (a)～(c)は互いに同値である.

(a) a ∼ b.

(b) C(a) = C(b).

(c) C(a) ∩ C(b) ̸= ∅.

証明 (1): 反射律より, 明らかである.

(2): (a) ⇒ (b), (b) ⇒ (c), (c) ⇒ (a) の順に示す.

(a) ⇒ (b): C(a) ⊂ C(b)および C(b) ⊂ C(a)を示せばよい. まず, x ∈ C(a)とする. このと
き, 同値類の定義より, a ∼ xである. また, 仮定および対称律より, b ∼ aである. よって, 推移
律より, b ∼ xだから, 同値類の定義より, x ∈ C(b)である. したがって, C(a) ⊂ C(b)である.

次に, x ∈ C(b)とする. このとき, 同値類の定義より, b ∼ xである. よって, 仮定および推移律
より, a ∼ xだから, 同値類の定義より, x ∈ C(a)である. したがって, C(b) ⊂ C(a)である. 以
上より, C(a) = C(b)である.

(b) ⇒ (c): 仮定および (1)より, 明らかである.

(c) ⇒ (a): 仮定より, ある c ∈ C(a) ∩ C(b)が存在する. このとき, c ∈ C(a)だから, 同値類の
定義より, a ∼ cである. また, c ∈ C(b)だから, 同値類の定義より, b ∼ cである. 更に, 対称律
より, c ∼ bである. よって, 推移律より, a ∼ bである. □

Xを空でない集合, ∼をX上の同値関係とする. このとき, 定理 10.1より, ∼による同値類全
体はX を互いに素な部分集合の和に分解する. そこで, ∼による同値類全体の集合をX/ ∼と
表し, ∼によるXの商集合という. このとき, XからX/ ∼への写像 π : X → X/ ∼を

π(x) = C(x) (x ∈ X)

により定める. πを自然な射影という. 明らかに, πは全射である.

例 10.1 (有理数) 有理数とは整数と 0ではない整数の比として表される数である. すなわち,

r ∈ Qとすると, あるm ∈ Zおよび n ∈ Z \ {0}が存在し, r =
m

n
である. ただし, m,m′ ∈ Zお

よび n, n′ ∈ Z \ {0}を用いて表される 2つの有理数 m

n
と m′

n′ は等式mn′ = nm′がなりたつと

き,
m

n
=

m′

n′ であると定める.

そこで, 問題 9.1の同値関係∼を思い出そう. すなわち, X = Z × (Z \ {0})とおき, (m,n),

(m′, n′) ∈ Xに対して, mn′ = nm′のとき, (m,n) ∼ (m′, n′) と定めると, ∼はX上の同値関係
となるのであった. このとき, X/ ∼はQに他ならない. また, (m,n) ∈ Xに対して, C((m,n))
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は m

n
と表す. 更に, Qの元の代表としては規約分数を選ぶことが多い.

例 10.2 例 9.1の空でない集合 X 上の自明な同値関係 ∼を考える. このとき, 自然な射影
π : X → X/ ∼は

π(x) = X (x ∈ X)

により定められる. よって, X/ ∼= {X}, すなわち, X/ ∼は 1つの元のみからなる集合である.

集合 {X}はXという 1つの集合を元とする集合であることに注意しよう.

例 10.3 例 9.2の空でない集合X 上の相等関係∼ を考える. このとき, 自然な射影 π : X →
X/ ∼は

π(x) = {x} (x ∈ X)

により定められる. よって,

X/ ∼= {{x} | x ∈ X}

であり, X/ ∼は πによってX自身とみなすことができる.

例 10.4 例 9.3のZ上の n ∈ Nを法とする合同関係∼を考える. まず, 任意の k ∈ Zに対して,

ある q ∈ Zおよび r ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} が存在し,

k = qn+ r

と表される. すなわち, q, rはそれぞれ kを nで割ったときの商, 余りである. このとき,

k ≡ r mod n

だから, π : Z → Z/ ∼を自然な射影とすると, π(k) = C(r)である. よって,

Z/ ∼= {C(0), C(1), C(2), . . . , C(n− 1)},

すなわち, Z/ ∼は n個の元からなる集合である. 特に, n = 2のとき, Z/ ∼は偶数全体の集合
と奇数全体の集合からなる.

数学では, すでに定められた概念から新たな概念を定める際に, 一旦別の概念を経由すること
があるが, このときに別の概念が複数定まってしまうことがある. それにも関わらず, 最終的に
定まる概念がきちんと 1つに確定するとき, 定義は well-defined であるという.

例 10.5 (行列の階数) Aをm × n行列とする. このとき, Aは基本変形を何回か行うことに
より, (

Er Or,n−r

Om−r,r Om−r,n−r

)
という形に変形できるのであった. ただし, Erは r次の単位行列, Ok,lは k行 l列の零行列を表
す. rをAの階数という. rは基本変形の仕方に依存しないことが分かるから, 行列の階数の定
義は well-defined である.

商集合に関する概念はしばしば代表を用いて定義されるが, このとき, その定義が代表の選び
方に依存せず, well-defined であることを示す必要がある.

例 10.6 (有理数の和) 2つの有理数 k

l
,
m

n
の和は

k

l
+

m

n
=

kn+ lm

ln
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により定められる. ただし, k,m ∈ Z, l, n ∈ Z \ {0}である. このことを問題 9.1や例 10.1の集
合X = Z× (Z \ {0})上の同値関係∼の言葉で表してみよう.

C((k, l)), C((m,n)) ∈ X/ ∼に対して, 和C((k, l)) + C((m,n)) ∈ X/ ∼を

C((k, l)) + C((m,n)) = C((kn+ lm, ln))

により定める. ここで, (k′, l′), (m′, n′) ∈ X, (k, l) ∼ (k′, l′), (m,n) ∼ (m′, n′) とする. このとき,

∼の定義より, kl′ = lk′, mn′ = nm′である. よって,

(kn+ lm)(l′n′) = (kn)(l′n′) + (lm)(l′n′)

= (kl′)(nn′) + (mn′)(ll′)

= (lk′)(nn′) + (nm′)(ll′)

= (k′n′)(ln) + (l′m′)(ln)

= (k′n′ + l′m′)(ln),

すなわち,

(kn+ lm)(l′n′) = (k′n′ + l′m′)(ln)

である. したがって, ∼の定義より,

(kn+ lm, ln) ∼ (k′n′ + l′m′, l′n′)

である. 以上より, 上で定めた和の定義は代表の選び方に依存せず, well-defined である.

例 10.7 例 9.3や例 10.4のZ上の n ∈ N を法とする合同関係∼を考える. C(k), C(l) ∈ Z/ ∼
とする.

まず, 和C(k) + C(l) ∈ Z/ ∼を

C(k) + C(l) = C(k + l)

により定める. ここで, k, l, p, q ∈ Z, k ∼ p, l ∼ qとする. このとき, ∼の定義より, k − p, l − q

は nで割り切れる. また,

(k + l)− (p+ q) = (k − p) + (l − q)

である. よって, (k + l)− (p+ q)は nで割り切れるから, (k + l) ∼ (p+ q)である. したがって,

上で定めた和の定義は代表の選び方に依存せず, well-defined である.

次に, 積C(k)C(l) ∈ Z/ ∼を
C(k)C(l) = C(kl)

により定める. ここで, k, l, p, q ∈ Z, k ∼ p, l ∼ qとする. このとき, ∼の定義より, k − p, l − q

は nで割り切れる. また,

kl − pq = (k − p)l + (l − q)p

である. よって, kl− pqは nで割り切れるから, kl ∼ pqである. したがって, 上で定めた積の定
義は代表の選び方に依存せず, well-defined である.
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問題 10

1. V をR上のベクトル空間, W を V の部分空間とする. x, y ∈ V に対して, x− y ∈ W のとき,

x ∼ yであると定める.

(1) ∼は V 上の同値関係であることを示せ.

(2) x, x′, y, y′ ∈ V とする. x ∼ x′, y ∼ y′ならば, x+ y ∼ x′ + y′であることを示せ.

(3) ∼による x ∈ V の同値類を [x]と表し, V の∼による商集合を V/W と表す. このとき,

(2)より, [x], [y] ∈ V/W (x, y ∈ V ) に対して, [x]と [y]の和 [x] + [y] ∈ V/W を

[x] + [y] = [x+ y]

により定めることができる. すなわち, 和の定義は well-defined である.

任意の [x] ∈ V/W (x ∈ V ) に対して, 等式

[x] + [0] = [0] + [x] = [x]

がなりたつことを示せ.

(4) 任意の [x] ∈ V/W (x ∈ V ) に対して, 等式

[x] + [−x] = [−x] + [x] = [0]

がなりたつことを示せ.

(5) x, x′ ∈ V , c ∈ Rとする. x ∼ x′ならば, cx ∼ cx′であることを示せ. 特に, [x] ∈ V/W

(x ∈ V ), c ∈ Rに対して, [x]の cによるスカラー倍 c[x] ∈ V/W を

c[x] = [cx]

により定めることができる. すなわち, スカラー倍の定義は well-defined である. 更に,

V/W はR上のベクトル空間となることが分かる. V/W をW による V の商ベクトル空
間または商空間という.

(6) W = {0}のとき, V/W はどのようなベクトル空間であるか調べよ.

(7) W = V のとき, V/W はどのようなベクトル空間であるか調べよ.

(8) V が有限次元であり, W ̸= {0}, V とする. このとき, {v1, v2, . . . , vr}をW の基底とし,

vr+1, vr+2, . . . , vn ∈ V を {v1, v2, . . . , vn}が V の基底となるように選んでおく. {[vr+1],

[vr+2], . . . , [vn]}は V/W の基底であることを示せ. 特に, 等式

dimV/W = dimV − dimW

がなりたつ.
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問題 10の解答
1. (1) まず, x ∈ V とする. W は V の部分空間だから,

x− x = 0 ∈ W,

すなわち, x− x ∈ W である. よって, x ∼ xだから, ∼は反射律をみたす.

次に, x, y ∈ V , x ∼ yとする. このとき, x− y ∈ W であり, W は V の部分空間だから,

y − x = −(x− y) ∈ W,

すなわち, y − x ∈ W である. よって, y ∼ xだから, ∼は対称律をみたす.

更に, x, y, z ∈ V , x ∼ y, y ∼ zとする. このとき, x− y, y − z ∈ W であり, W は V の
部分空間だから,

x− z = (x− y) + (y − z) ∈ W,

すなわち, x− z ∈ W である. よって, x ∼ zだから, ∼は推移律をみたす.

したがって, ∼は V 上の同値関係である.

(2) 仮定より, x− x′, y − y′ ∈ W である. 更に, W は V の部分空間だから,

(x+ y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y − y′) ∈ W,

すなわち, (x+ y)− (x′ + y′) ∈ W である. よって, x+ y ∼ x′ + y′である.

(3) 和の定義より,

[x] + [0] = [x+ 0]

= [x],

すなわち, 等式
[x] + [0] = [x]

がなりたつ. 同様に, 等式
[0] + [x] = [x]

がなりたつ. よって, 題意の等式がなりたつ.

(4) 和の定義より,

[x] + [−x] = [x+ (−x)]

= [0],

すなわち, 等式
[x] + [−x] = [0]

がなりたつ. 同様に, 等式
[−x] + [x] = [0]

がなりたつ. よって, 題意の等式がなりたつ.

(5) 仮定より, x− x′ ∈ W である. 更に, W は V の部分空間だから,

cx− cx′ = c(x− x′) ∈ W,
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すなわち, cx− cx′ ∈ W である. よって, cx ∼ cx′である.

(6) x, y ∈ V とする. W = {0}のとき, x ∼ yとなるのは x− y = 0のとき, すなわち, x = y

のときである. よって, ∼は V 上の相等関係であるから, 例 10.3より, V/W は V 自身と
みなすことができる.

(7) W = V のとき, 任意の x, y ∈ V に対して, x− y ∈ W , すなわち, x ∼ yである. よって,

∼は V 上の自明な同値関係であるから, 例 10.2より, V/W は 1点のみからなる. した
がって, V/W は零空間である.

(8) (3)より, V/W の零ベクトルは [0]であることに注意する.

まず, [vr+1], [vr+2], . . . , [vn]の 1次関係

cr+1[vr+1] + cr+2[vr+2] + · · ·+ cn[vn] = [0] (cr+1, cr+2, . . . , cn ∈ R)

を考える. このとき, V/W の和およびスカラー倍の定義より,

[cr+1vr+1 + cr+2vr+2 + · · ·+ cnvn] = [0]

だから,

cr+1vr+1 + cr+2vr+2 + · · ·+ cnvn ∈ W

である. 更に, {v1, v2, . . . , vr}はW の基底だから, ある c1, c2, . . . , cr ∈ Rが存在し,

cr+1vr+1 + cr+2vr+2 + · · ·+ cnvn = c1v1 + c2v2 + · · ·+ crvr,

すなわち,

c1v1 + c2v2 + · · ·+ crvr − cr+1vr+1 − cr+2vr+2 − · · · − cnvn = 0

である. ここで, {v1, v2, . . . , vn}は V の基底だから,

c1 = c2 = · · · = cn = 0

である. したがって, [vr+1], [vr+2], . . . , [vn]は自明な 1次関係しかもたない.

次に, [x] ∈ V/W (x ∈ V ) とする. このとき, {v1, v2, . . . , vn}は V の基底だから, ある
d1, d2, . . . , dn ∈ Rが存在し,

x = d1v1 + d2v2 + · · ·+ dnvn

である. ここで, {v1, v2, . . . , vr}はW の基底だから,

x− (dr+1vr+1 + dr+2vr+2 + · · ·+ dnvn) = d1v1 + d2v2 + · · ·+ drvr ∈ W

である. よって,

x ∼ dr+1vr+1 + dr+2vr+2 + · · ·+ dnvn

だから, V/W の和およびスカラー倍の定義より,

[x] = dr+1[vr+1] + dr+2[vr+2] + · · ·+ dn[vn]

である. したがって, V/W は [vr+1], [vr+2], . . . , [vn]で生成される.

以上より, {[vr+1], [vr+2], . . . , [vn]}は V/W の基底である.


