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§11. 整列集合
N上の大小関係を考えよう. このとき, Nの重要な性質として, 任意の空でない部分集合は最

小元をもつことが挙げられる. 証明は数学的帰納法を用いればよい. このような性質をもつ順
序集合を考えよう.

定義 11.1 (W,≤)を順序集合とする. (W,≤)の任意の空でない部分集合が最小元をもつとき,

W を整列集合という.

例 11.1 有限全順序集合は整列集合である. 実際, 有限全順序集合は小さいものから順に 1つ
づつ最後まで並べることができるからである.

例 11.2 (W,≤)を整列集合とする.

W が 1つの元のみからなるとする. このとき, (W,≤)は明らかに全順序集合である.

W が 2つ以上の元からなるとする. このとき, x, y ∈ W とすると, (W,≤)は整列集合だから,

W の部分集合 {x, y}は最小元をもつ. x = min{x, y}のとき, x ≤ yである. また, y = min{x, y}
のとき, y ≤ xである. よって, (W,≤)は全順序集合である.

したがって, 整列集合は全順序集合である.

例 11.3 最初に述べたように, Nは大小関係に関して整列集合である. 一方, Z, Q, Rは大小関
係に関して整列集合ではない.

(W,≤)を整列集合とし, a ∈ W とする. このとき, W ⟨a⟩ ⊂ W を

W ⟨a⟩ = {x ∈ W |x < a}

により定め, W ⟨a⟩をW の aによる切片という. 例えば, a = minW のときはW ⟨a⟩ = ∅である.

自然数に関する数学的帰納法は次の超限帰納法の特別な場合である.

定理 11.1 (超限帰納法) (W,≤)を整列集合とする. 各 a ∈ W に対して, 命題 P (a)があたえら
れ, 次の (1), (2)がなりたつと仮定する.

(1) P (minW )は真である.

(2) minW と異なる任意の a ∈ W と任意の b ∈ W ⟨a⟩に対して, P (b)が真ならば,

P (a)は真である.

このとき, 任意の a ∈ W に対して, P (a)は真である.

証明 A ⊂ W を
A = {a ∈ W |P (a)は真ではない }

により定め, A ̸= ∅と仮定する.

まず, (W,≤)は整列集合だから, minAが存在する. ここで, (1)より, minA ̸= minW である.

次に, Aの定義より, 任意の b ∈ W ⟨minA⟩に対して, P (b)は真である. よって, (2)より,

P (minA)は真である. これは矛盾である.

したがって, A = ∅, すなわち, 任意の a ∈ W に対して, P (a)は真である. □
整列集合の比較定理を最後に示すために, 幾つか準備をしておこう.

定理 11.2 (W,≤)を整列集合, f : W → W をW からW への順序を保つ単射とする. このと
き, 任意の x ∈ W に対して, x ≤ f(x)である.

証明 A ⊂ W を
A = {x ∈ W | f(x) < x}
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により定め, A ̸= ∅と仮定する.

このとき, (W,≤)は整列集合だから, minAが存在する. Aの定義より, f(minA) < minAで
ある. ここで, f は順序を保つ単射だから,

f(f(minA)) < f(minA)

である. よって, f(minA) ∈ Aである. f(minA) < minAだから, これは矛盾である.

したがって, A = ∅, すなわち, 任意の x ∈ W に対して, x ≤ f(x)である. □

(X,≤)を順序集合, AをXの空でない部分集合とすると, 自然に順序集合 (A,≤)を考えるこ
とができる. (A,≤)を (X,≤)の部分順序集合という.

定理 11.3 (W,≤)を整列集合とし, a, b ∈ W とする. a ̸= bならば, (W ⟨a⟩,≤)と (W ⟨b⟩,≤)は
順序同型ではない.

証明 a < bとしてよい.

順序同型写像 f : W ⟨b⟩ → W ⟨a⟩ が存在すると仮定する. このとき,

W ⟨b⟩ ≃ W ⟨a⟩ ⊂ W ⟨b⟩

である. よって, ι : W ⟨a⟩ → W ⟨b⟩を包含写像とすると, 合成写像 ι ◦ f はW ⟨b⟩からW ⟨b⟩ 自身
への順序を保つ単射であり, (ι ◦ f)(a) < aである. 定理 11.2より, これは矛盾である.

したがって, (W ⟨a⟩,≤)と (W ⟨b⟩,≤)は順序同型ではない. □

定理 11.4 (W,≤), (W ′,≤′)を整列集合とし, W1 ⊂ W を

W1 = {a ∈ W |W ⟨a⟩ ≃ W ′⟨a′⟩となる a′ ∈ W ′が存在する }

により定める. このとき, W1 = W であるか, またはW1 = W ⟨a1⟩となる a1 ∈ W が一意的に存
在する.

証明 W1 ̸= W とする. このとき, (W,≤)は整列集合であり, W \W1 ̸= ∅だから, min(W \W1)

が存在する. min(W \W1)の定義より,

W ⟨min(W \W1)⟩ ⊂ W1

である. ここで, min(W \W1) < aとなる a ∈ W1が存在すると仮定する.

W1の定義より, ある a′ ∈ W ′および順序同型写像 f : W ⟨a⟩ → W ′⟨a′⟩が存在する. このとき,

f はW ⟨min(W \W1)⟩からW ′⟨f(min(W \W1))⟩への順序同型写像を定める. よって,

min(W \W1) ∈ W1

である. これは矛盾である. したがって,

W1 ⊂ W ⟨min(W \W1)⟩

である.

以上より,

W1 = W ⟨min(W \W1)⟩

だから, a1 = min(W \W1)とおけばよい.

また, 定理 11.3より, a1は一意的である. □
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それでは, 整列集合の比較定理を述べよう.

定理 11.5 (整列集合の比較定理) (W,≤), (W ′,≤′)を整列集合とすると, 次の (1)～(3)の何れ
か 1つのみがなりたつ.

(1) W ≃ W ′.

(2) W ≃ W ′⟨a′⟩となる a′ ∈ W ′が存在する.

(3) W ⟨a⟩ ≃ W ′となる a ∈ W が存在する.

証明 W1 ⊂ W およびW ′
1 ⊂ W ′をそれぞれ

W1 = {a ∈ W |W ⟨a⟩ ≃ W ′⟨a′⟩となる a′ ∈ W ′が存在する },
W ′

1 = {a′ ∈ W ′ |W ⟨a⟩ ≃ W ′⟨a′⟩となる a ∈ W が存在する }

により定める.

定理 11.3より, 任意の a ∈ W1に対して, W ⟨a⟩ ≃ W ′⟨a′⟩となる a′ ∈ W ′は一意的である. 更
に, aに a′を対応させると, この対応はW1からW ′

1への順序同型写像を定めることが分かる.

定理 11.4より, W1 = W であるか, またはW1 = W ⟨a1⟩となる a1 ∈ W が存在する. また,

W ′
1 = W ′であるか, またはW ′

1 = W ′⟨a′1⟩ となる a′1 ∈ W ′が存在する.

まず, a1, a
′
1を改めてそれぞれ a, a′と表し, (1)～(3)の何れかがなりたつことを示す. W1 =

W ⟨a⟩かつW ′
1 = W ′⟨a′⟩と仮定する. W1 ≃ W ′

1だから, W ⟨a⟩ ≃ W ′⟨a′⟩である. よって, a ∈ W1

である. これは矛盾である. したがって, (1)～(3)の何れかがなりたつ.

次に, (1), (2)が同時にはなりたたないことを示す. (1), (2)が同時になりたつと仮定する. こ
のとき, W ≃ W ′であり, かつW ≃ W ′⟨a′⟩となる a′ ∈ W ′が存在するから,

W ′ ≃ W ≃ W ′⟨a′⟩ ⊂ W ′

である. よって, f(a′) < a′となるW ′からW ′への順序を保つ単射 f : W ′ → W ′が存在する. 定
理 11.2より, これは矛盾である. したがって, (1), (2)は同時にはなりたたない.

更に, (1), (3)が同時にはなりたたないことを示す. (1), (3)が同時になりたつと仮定する. こ
のとき, W ≃ W ′であり, かつW ⟨a⟩ ≃ W ′となる a ∈ W が存在するから,

W ≃ W ′ ≃ W ⟨a⟩ ⊂ W

である. よって, g(a) < aとなるW からW への順序を保つ単射 g : W → W が存在する. 定理
11.2より, これは矛盾である. したがって, (1), (3)は同時にはなりたたない.

最後に, (2), (3)が同時になりたたないことを示す. (2), (3)が同時になりたつと仮定する. こ
のとき, W ≃ W ′⟨a′⟩となる a′ ∈ W ′が存在し, かつW ⟨a⟩ ≃ W ′となる a ∈ W が存在するから,

W ≃ W ′⟨a′⟩ ⊂ W ′ ≃ W ⟨a⟩ ⊂ W

である. よって, h(a) < aとなるW からW への順序を保つ単射 h : W → W が存在する. 定理
11.2より, これは矛盾である. したがって, (2), (3)は同時にはなりたたない.

以上より, (1)～(3)の何れか 1つのみがなりたつ. □
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問題 11

1. n = 0, 1, 2, . . . とする. nに関する数学的帰納法を用いることにより, de Moivreの公式

(cos θ + i sin θ)n = (cosnθ + i sinnθ)

がなりたつことを示せ. ただし, iは虚数単位である.

2. n = 0, 1, 2, . . . , a ̸= 0, b ∈ Rとする. nに関する数学的帰納法を用いることにより, 等式

dn

dxn
(eax sin bx) = (a2 + b2)

n
2 eax sin

(
bx+ n tan−1 b

a

)
がなりたつことを示せ.

3. n = 0, 1, 2, . . . とする. nに関する数学的帰納法を用いることにより, 等式(
λ 1

0 λ

)n

=

(
λn nλn−1

0 λn

)

がなりたつことを示せ.

4. Iを開区間とし, n = 0, 1, 2, . . . , c0, c1, c2, . . . , cn ∈ R とする. nに関する数学的帰納法を用
いることにより, 任意の x ∈ Iに対して

c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n = 0

がなりたつならば,

c0 = c1 = c2 = · · · = cn = 0

であることを示せ.

5. (W,≤)を整列集合, (X,≤′)を順序集合, f : W → XをW からXへの順序を保つ写像とす
る. このとき, (X,≤′) の部分順序集合 (f(W ),≤′)は整列集合であることを示せ.

6. (W,≤)を整列集合とし, W ′ ⊂ W とする. このとき, W ′はW またはW のある切片と順序
同型であることを示せ.

7. (X,≤)を順序集合とする. a, b ∈ Xに対して, b ≤ aのとき a ≤−1 bと定めると, ≤−1はXの
順序関係となる. なお, ≤−1を≤の双対順序, (X,≤−1)を (X,≤)の双対順序集合という.

(W,≤)を整列集合とし, N上の大小関係を考える.

(1) W が無限集合ならば, NはW またはW のある切片と順序同型であることを示せ.

(2) (W,≤−1)が整列集合ならば, W は有限集合であることを示せ.
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問題 11の解答
1. あたえられた等式を (∗)とおく.

n = 0のとき, (∗)はなりたつ.

n = k (k = 0, 1, 2, . . . ) のとき, (∗)がなりたつと仮定すると, 加法定理より,

(cos θ + i sin θ)k+1 = (cos θ + i sin θ)(cos θ + i sin θ)k

= (cos θ + i sin θ)(cos kθ + i sin kθ)

= (cos θ cos kθ − sin θ sin kθ) + i(sin θ cos kθ + cos θ sin kθ)

= cos(k + 1)θ + i sin(k + 1)θ

である. よって, n = k + 1のときも (∗)はなりたつ.

したがって, n = 0, 1, 2, . . . のとき, (∗)がなりたつ.

2. あたえられた等式を (∗)とおく.

n = 0のとき, (∗)はなりたつ.

n = k (k = 0, 1, 2, . . . ) のとき, (∗)がなりたつと仮定する. θ = tan−1 b

a
とおくと, 加法定

理より,

dk+1

dxk+1
(eax sin bx) =

d

dx

dk

dxk
(eax sin bx)

=
d

dx

{
(a2 + b2)

k
2 eax sin(bx+ kθ)

}
= (a2 + b2)

k
2 {aeax sin(bx+ kθ) + eaxb cos(bx+ kθ)}

= (a2 + b2)
k+1
2 eax

{
a√

a2 + b2
sin(bx+ kθ) +

b√
a2 + b2

cos(bx+ kθ)

}
= (a2 + b2)

k+1
2 eax {cos θ sin(bx+ kθ) + sin θ cos(bx+ kθ)}

= (a2 + b2)
k+1
2 eax sin(bx+ (k + 1)θ)

である. よって, n = k + 1のときも (∗)はなりたつ.

したがって, n = 0, 1, 2, . . . のとき, (∗)がなりたつ.

3. あたえられた等式を (∗)とおく.

n = 0のとき, (∗)はなりたつ.

n = k (k = 0, 1, 2, . . . ) のとき, (∗)がなりたつと仮定すると,(
λ 1

0 λ

)k+1

=

(
λ 1

0 λ

)(
λ 1

0 λ

)k

=

(
λ 1

0 λ

)(
λk kλk−1

0 λk

)

=

(
λk+1 + 0 kλk + λk

0 + 0 0 + λk+1

)

=

(
λk+1 (k + 1)λk

0 λk+1

)

である. よって, n = k + 1のときも (∗)はなりたつ.
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したがって, n = 0, 1, 2, . . . のとき, (∗)がなりたつ.

4. n = 0のとき, 明らかに題意はなりたつ.

n = k (k = 0, 1, 2, . . . ) のとき, 題意がなりたつと仮定する. 更に, c0, c1, c2, . . . , ck+1 ∈ R

とし, 任意の x ∈ Iに対して,

c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ ck+1x

k+1 = 0 (∗)

がなりたつと仮定する. (∗)の両辺を xで微分すると,

c1 + 2c2x+ · · ·+ (k + 1)ck+1x
k = 0

である. ここで, 帰納法の仮定より,

c1 = 2c2 = · · · = (k + 1)ck+1 = 0,

すなわち,

c1 = c2 = · · · = ck+1 = 0

である. (∗)より, c0 = 0である. よって, n = k + 1のときも題意はなりたつ.

したがって, n = 0, 1, 2, . . . のとき, 題意がなりたつ.

5. Bを f(W )の空でない部分集合とする. f−1(B)はW の空でない部分集合だから, min f−1(B)

が存在する. a = min f−1(B)とおくと, f(a) ∈ Bである.

ここで, y ∈ Bとする. このとき, f(x) = yとなる x ∈ f−1(B)が存在する. aの定義より,

a ≤ xである.

f は順序を保つ写像だから, f(a) ≤′ f(x). すなわち, f(a) ≤′ yである. よって, f(a) =

minBである. したがって, (f(W ),≤′)は整列集合である.

6. W ≃ W ′⟨a′⟩となる a′ ∈ W ′が存在すると仮定する. このとき,

W ≃ W ′⟨a⟩ ⊂ W ′ ⊂ W

である. よって, f(a) < aとなるW からW への順序を保つ単射 f が存在する. 定理 11.2よ
り, これは矛盾である. したがって, 整列集合の比較定理より, W ′はW またはW のある切
片と順序同型である.

7. (1) N⟨n⟩ ≃ W となる n ∈ Nが存在すると仮定する. このとき, N⟨n⟩は (n− 1)個の元から
なる有限集合である. W は無限集合だから, これは矛盾である. よって, 整列集合の比較
定理より, NはW またはW のある切片と順序同型である.

(2) 背理法により示す.

W が無限集合であると仮定する. (1)より, Nは順序関係≤に関してW のある部分集
合と順序同型である. よって, Nの双対順序集合は順序関係≤−1に関してW のある部分
集合と順序同型である.

ここで, Nの双対順序集合は最小元をもたないから, 整列集合ではない. (W,≤−1)は整
列集合だから, これは矛盾である.

したがって, W は有限集合である.


