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§2. 線形写像
ベクトル空間の間の写像を考える際には, 単なる写像ではなく, 次に定めるような意味でベク
トル空間としての構造を保つものを考えることが多い.

定義 2.1 V , W をベクトル空間, f : V → W を V からW への写像とする. f が次の (1), (2)を
みたすとき, f を線形写像という.

(1) 任意の x, y ∈ V に対して, f(x+ y) = f(x) + f(y).

(2) 任意の c ∈ Rおよび任意の x ∈ V に対して, f(cx) = cf(x).

線形写像の基本的な性質を挙げておこう.

定理 2.1 V , W をベクトル空間, f : V → W を V からW への線形写像とする. このとき, 次
の (1), (2)がなりたつ.

(1) f(0V ) = 0W . ただし, V , W の零ベクトルをそれぞれ 0V , 0W と表す.

(2) x1, x2, . . . , xm ∈ V , c1, c2, . . . , cm ∈ Rとすると, 等式

f(c1x1 + c2x2 + · · ·+ cmxm) = c1f(x1) + c2f(x2) + · · ·+ cmf(xm)

がなりたつ.

証明 (1)のみ示す.

ベクトル空間および線形写像の定義より,

f(0V ) = f(0 · 0V )
= 0f(0V )

= 0W ,

すなわち, f(0V ) = 0W である. □

問 2.1 数学的帰納法を用いることにより, 定理 2.1の (2) を示せ.

線形写像の例について考えよう.

例 2.1 (零写像) V , W をベクトル空間とし，V からW への写像 f : V → W を

f(x) = 0W (x ∈ V )

により定める. このとき, f は定義 2.1の (1), (2)の条件をみたすから, 線形写像である. これを
零写像という,

例 2.2 (線形変換, 恒等変換) V をベクトル空間とする. このとき, V から V への線形写像を
V の線形変換ともいう.

例えば, V から V への写像 1V : V → V を

1V (x) = x (x ∈ V )

により定める. このとき, 1V は定義 2.1の (1), (2)の条件をみたすから, V の線形変換である. こ
れを V の恒等変換という.
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例 1.1で述べた数ベクトル空間の間の線形写像がどのように表されるのかについて考えよう.

まず, n ∈ Nとし, e1, e2, . . . , en ∈ Rnを

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1)

により定める. すなわち, i = 1, 2, . . . , nに対して, eiは第 i成分が 1であり, その他の成分がす
べて 0である, n次の行ベクトルである. e1, e2, . . . , enをRnの基本ベクトルという. Rnにお
ける和とスカラー倍の定義より, 次がなりたつ.

定理 2.2 x ∈ Rnとする. i = 1, 2, . . . , nに対して, xiを xの第 i成分とすると,

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

がなりたつ. 逆に, xが上のように表されるならば, 各 i = 1, 2, . . . , nに対して, xiは xの第 i成
分である.

定理 2.1の (2) と定理 2.2を用いることにより, 次を示すことができる.

定理 2.3 m, n ∈ Nとし, f : Rm → RnをRmからRnへの線形写像とする. このとき, ある
mn個の実数 a11, a21, . . . , amnが一意的に存在し, 任意の x ∈ Rmに対して, f(x)は

f(x) = (x1a11 + x2a21 + · · ·+ xmam1, . . . , x1a1n + x2a2n + · · ·+ xmamn) (∗)

と表すことができる. ただし, i = 1, 2, . . . , nに対して, xiは xの第 i成分である.

証明 まず, e1, e2, . . . , emをRmの基本ベクトルとする. このとき, 定理 2.2より, xは

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xmem (x1, x2, . . . , xm ∈ R)

と表すことができる.

次に, e′1, e
′
2, . . . , e

′
nをRnの基本ベクトルとする. このとき, i = 1, 2, . . . , mとすると, 定理

2.2より, f(ei)は

f(ei) = ai1e
′
1 + ai2e

′
2 + · · ·+ aine

′
n (ai1, ai2, . . . , ain ∈ R)

と表すことができる. また, a11, a21, . . . , amnは一意的である.

よって, 定理 2.1の (2) より,

f(x) = f(x1e1 + x2e2 + · · ·+ xmem)

= x1f(e1) + x2f(e2) + · · ·+ xmf(em)

= x1(a11e
′
1 + a12e

′
2 + · · ·+ a1ne

′
n) + x2(a21e

′
1 + a22e

′
2 + · · ·+ a2ne

′
n) + · · ·

+ xm(am1e
′
1 + am2e

′
2 + · · ·+ amne

′
n)

= (x1a11 + x2a21 + · · ·+ xmam1, . . . , x1a1n + x2a2n + · · ·+ xmamn)

となる. □

問 2.2 定理 2.3において, (∗)のように定められる fはRmからRnへの線形写像であることを
示せ.

問 2.3 Σを例 1.3で定めた実数列全体からなるベクトル空間とする.
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(1) ΣからΣへの写像Φ : Σ → Σを

Φ ({an}) = {bn} ({an} ∈ Σ), bn = an+1 (n ∈ N)

により定める. ΦはΣの線形変換であることを示せ.

(2) ΣからΣへの写像Ψ : Σ → Σを

Ψ({an}) = {bn} ({an} ∈ Σ), b1 = 0, bn = an−1 (n = 2, 3, 4, . . . )

により定める. ΨはΣの線形変換であることを示せ.

問 2.4 Iを開区間, 無限開区間, Rの何れかであるとし, C(I)を Iで連続な実数値関数全体か
らなるベクトル空間, C1(I)を Iで連続微分可能な実数値関数全体からなるベクトル空間とする.

(1) C1(I)からC(I)への写像Φを

Φ(f) = f ′ (f ∈ C1(I))

により定める. Φは線形写像であることを示せ.

(2) a ∈ Iとし, C(I)からC1(I)への写像Ψを

(Ψ(f))(x) =

∫ x

a

f(t) dt (f ∈ C(I), x ∈ I)

により定める. Ψは線形写像であることを示せ.

線形写像の合成は線形写像となる. すなわち, 次がなりたつ.

定理 2.4 U , V , W をベクトル空間, f : U → V , g : V → W をそれぞれ U から V , V からW

への線形写像とする. このとき, 合成写像 g ◦ f : U → W は U からW への線形写像である.

証明 g ◦ f が定義 2.1の (1)の条件をみたすことのみ示す.

x, y ∈ U とすると, 合成写像および線形写像の定義より,

(g ◦ f)(x+ y) = g(f(x+ y))

= g(f(x) + f(y))

= g(f(x)) + g(f(y))

= (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y)

である. よって,

(g ◦ f)(x+ y) = (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y)

となり, g ◦ f は定義 2.1の (1)の条件をみたす. □

問 2.5 定理 2.4において, g ◦ f が定義 2.1の (2)の条件をみたすことを示せ.

V , W をベクトル空間, f : V → W を V からW への線形写像とする. このとき, Imf ⊂ W

およびKerf ⊂ V をそれぞれ

Imf = {f(x) ∈ W |x ∈ V }, Kerf = {x ∈ V | f(x) = 0W}

により定める. Imf , Kerf をそれぞれ f の像, 核という.

問 2.6 線形写像 f の像, 核をそれぞれ Imf , Kerf と表す理由を述べよ.
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線形写像の像や核について, 次がなりたつ.

定理 2.5 V , W をベクトル空間, f : V → W を V からW への線形写像とする. このとき, 次
の (1), (2)がなりたつ.

(1) Imf はW の部分空間である.

(2) Kerf は V の部分空間である.

証明 (1)において, Imf が定理 1.3の (1)の条件をみたすことのみ示す.

定理 2.1の (1) より,

0W = f(0V ) ∈ Imf

である. よって, 0W ∈ Imf となり, Imf は定理 1.3の (1)の条件をみたす. □

問 2.7 次の問に答えよ.

(1) 定理 2.5の (1) において, Imf が定理 1.3の (2), (3)の条件をみたすことを示せ.

(2) 定理 1.3を用いることにより, 定理 2.5の (2) を示せ.

また, 次がなりたつ.

定理 2.6 V , W をベクトル空間, f : V → W を V からW への線形写像とする. このとき, 次
の (1), (2)がなりたつ.

(1) f が全射であることと Imf = W は同値である.

(2) f が単射であることとKerf = {0V }は同値である.

問 2.8 次の問に答えよ.

(1) 定理 2.6の (1) において, f が全射ならば, Imf = W であることを示せ.

(2) 定理 2.6の (1) において, Imf = W ならば, f は全射であることを示せ.

(3) 定理 2.6の (2) において, f が単射ならば, Kerf = {0V }であることを示せ.

(4) 定理 2.6の (2) において, Kerf = {0V }ならば, f は単射であることを示せ.

更に, 次がなりたつ.

定理 2.7 V をベクトル空間, f : V → V を V の線形変換とする. このとき, 合成写像 f ◦ f :

V → V が零写像であることと Imf ⊂ Kerf は同値である.

問 2.9 次の問に答えよ.

(1) 定理 2.7において, f ◦ f が零写像ならば, Imf ⊂ Kerf であることを示せ.

(2) 定理 2.7において, Imf ⊂ Kerf ならば, f ◦ f は零写像であることを示せ.

全単射な線形写像については, 次がなりたつ.

定理 2.8 V , W をベクトル空間, f : V → W を V からW への線形写像とする. f が全単射な
らば, f の逆写像 f−1 : W → V はW から V への線形写像である.

問 2.10 次の問に答えよ.

(1) 定理 2.8において, f−1が定義 2.1の (1)の条件をみたすことを示せ.

(2) 定理 2.8において, f−1が定義 2.1の (2)の条件をみたすことを示せ.

定理 2.8において, 全単射 f を線形同型写像という. また, V からW への線形同型写像が存在
するとき, V とW は同型であるという.


