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§1. 位相空間
ここでは, 位相空間について簡単に述べておこう. 位相空間は距離空間の開集合系のみたす性
質を一般化し, 次のように定められる.

定義 1.1 Xを空でない集合, OをXの部分集合系とする. 次の (1)～(3)がなりたつとき, Oを
Xの位相という.

(1) ∅, X ∈ O.

(2) O1, O2 ∈ Oならば, O1 ∩O2 ∈ O.

(3) (Oλ)λ∈ΛをOの元からなる集合族とすると,
∪
λ∈Λ

Oλ ∈ O.

このとき, 組 (X,O)または単にXを位相空間という. また, Xの元を点ともいう. 更に, Oの
元をXの開集合という. また, OをXの開集合系ともいう.

位相空間の例を幾つか挙げよう.

例 1.1 (X, d)を距離空間, Oを dにより定められるXの開集合系とする. このとき, OはXの
位相となる. よって, (X,O)は位相空間である.

逆に, 位相空間 (X,O)に対して, Xの距離 dが存在し, dにより定められるXの開集合系がO

と一致する場合がある. このとき, (X,O)または単にOは dにより距離付け可能であるという.

例 1.2 (密着空間) X を空でない集合とする. このとき, X の部分集合系 {∅, X}はX の位相
となる. この位相を密着位相という. 密着位相を考えた位相空間 (X, {∅, X})を密着位相空間ま
たは単に密着空間という.

2個以上の元を含む密着空間は距離付け可能ではない. 実際, Xを 2個の点 p, qを含み, 距離 d

により距離付け可能な密着空間であると仮定すると, pの 1
2
d(p, q)近傍は pを含むが qは含まな

いXの開集合となり, これは密着空間の開集合が ∅とXのみであることに矛盾するからである.

例 1.3 (離散空間) Xを空でない集合とする. このとき, Xの巾集合 2XはXの位相となる. こ
の位相を離散位相という. 離散位相を考えた位相空間 (X, 2X)を離散位相空間または単に離散
空間という. 離散空間は離散距離により距離付け可能である.

距離空間の空でない部分集合は距離を制限することにより, 部分距離空間という距離空間と
なるのであった. このことは一般の位相空間の部分集合に対して, 次のように一般化することが
できる.

定理 1.1 (X,O)を位相空間とし, A ⊂ X, A ̸= ∅とする. このとき, Aの部分集合系OAを

OA = {O ∩ A |O ∈ O}

により定めると, 次の (1)～(3)がなりたつ. 特に, OAはAの位相となる.

(1) ∅, A ∈ OA.

(2) O1, O2 ∈ OAならば, O1 ∩O2 ∈ OA.

(3) (Oλ)λ∈ΛをOAの元からなる集合族とすると,
∪
λ∈Λ

Oλ ∈ OA.

定理 1.1において, OAをAのOに関する相対位相, 組 (A,OA)をXの部分位相空間または単
に部分空間という. 位相空間の部分集合の位相については相対位相を考えることが多い.

距離空間の点列の収束は開集合を用いて特徴付けることができる. このことに注目すると, 一
般の位相空間に対しても点列の収束を考えることができる.
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定義 1.2 (X,O)を位相空間とする.

各 n ∈ Nに対して, an ∈ Xが対応しているとき, これを {an}∞n=1と表し, Xの点列という.

{an}∞n=1をXの点列とし, a ∈ Xとする. a ∈ Oとなる任意のO ∈ Oに対して, あるN ∈ N

が存在し, n ∈ N, n ≥ N ならば, an ∈ Oとなるとき, {an}∞n=1は aに収束するという. このと
き, lim

n→∞
an = aまたは an → a (n → ∞) と表し, aを {an}∞n=1の極限という.

注意 1.1 距離空間の点列の極限は一意的であったが, 一般の位相空間の場合はそうとは限らな
い. 例えば, 密着空間の任意の点列は任意の点に収束する.

距離空間の場合と同様に, 位相空間についても閉集合を考えることができる.

定義 1.3 Xを位相空間とし, A ⊂ Xとする. X \ AがXの開集合のとき, AをXの閉集合と
いう.

例 1.4 Xを位相空間とする. このとき, ∅およびXはXの開集合でも閉集合でもある.

更に, 距離空間に対する様々な概念は一般の位相空間に対しても考えることができる. まず,

内点と近傍を定義しよう.

定義 1.4 Xを位相空間とし, x ∈ X, U ⊂ Xとする.

Xのある開集合Oが存在し, x ∈ O ⊂ U となるとき, xを U の内点という.

xが U の内点のとき, U を xの近傍という. X の開集合または閉集合となる近傍をそれぞれ
開近傍, 閉近傍ともいう.

例 1.5 Xを位相空間, OをXの空でない開集合とし, x ∈ Oとする. このとき, xはOの内点
である. また, Oは xの開近傍である.

次に, 内部, 外点, 外部, 境界点, 境界を順に定義しよう. X を位相空間とし, A ⊂ X とする.

このとき, Aの内点全体の集合をAiまたは
◦
Aと表し, Aの内部という. 定義より,

Ai =
∪

{O ⊂ A |OはXの開集合 }

がなりたつ. 特に, 開集合の性質より, AiはAに含まれるXの最大の開集合である. また, Aが
Xの開集合であるための必要十分条件はAi = Aである.

(X \A)iの点をAの外点という. また, Aの外点全体の集合, すなわち, (X \A)iをAeと表し,

Aの外部という. X を全体集合とすると, Aの外点とはAcの内点のことであり, Ae = (Ac)iで
ある. また, 定義より, AeはXの開集合である.

Aの内点でも外点でもない点を Aの境界点という. また, Aの境界点全体の集合を ∂Aと表
し, Aの境界という.

内部, 外部, 境界の定義より, Xは互いに素である部分集合Ai, Ae, ∂Aの和集合となる. すな
わち,

X = Ai ⊔ Ae ⊔ ∂A

と表すことができる. 特に, Aiおよび AeがX の開集合であることより, ∂AはX の閉集合と
なる.

更に, 閉包, 触点, 集積点, 導集合, 孤立点を順に定義しよう. Xを位相空間とし, A ⊂ Xとす
る. Aを含む最小の閉集合をAと表し, Aの閉包という. すなわち,

A =
∩

{F ⊃ A |F はXの閉集合 }

である. Aの点をAの触点という. 特に, AがXの閉集合であるための必要十分条件はA = A

である.
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Xを全体集合とすると, AはAの補集合の内部の補集合あるいはAの外部の補集合,すなわち,

A =
(
(Ac)i

)c

= (Ae)c

である.

更に, x ∈ Xとする. xがA \ {x}の触点, すなわち x ∈ A \ {x}のとき, xをAの集積点とい
う. また, Aの集積点全体の集合をAdと表し, Aの導集合という. 更に, A \Adの点をAの孤立
点という. このとき,

A = A ∪ Ad

がなりたつ.

距離空間の間の連続写像のみたす性質に注目し, 位相空間の間の写像の連続性を定めること
ができる.

定義 1.5 X, Y を位相空間, f をXから Y への写像とする.

a ∈ Xとする. f(a) ∈ Oとなる Y の任意の開集合Oに対して, a ∈ O′ ⊂ f−1(O)となるXの
開集合O′が存在するとき, f は aで連続であるという.

f が任意の a ∈ Xで連続なとき, f は連続であるという.

特に, RやCへの連続写像を連続関数ともいう.

注意 1.2 定義 1.5において, f の連続性に対する条件は, それと同値な「任意の a ∈ Xに対し
て, f による f(a)の任意の近傍の逆像が aの近傍となる」とすることもある.

距離空間の場合と同様に, 位相空間の間の写像の合成に関して, 次がなりたつ.

定理 1.2 X, Y , Zを位相空間, f をXから Y への写像, gを Y から Zへの写像とする. f が a

で連続であり, gが f(a)で連続ならば, 合成写像 g ◦ f は aで連続である.

特に, f , gが連続ならば, g ◦ f は連続である.

また, 次についても距離空間の場合と同様である.

定理 1.3 X, Y を位相空間, f をXから Y への写像とすると, 次の (1)～(4)は同値である.

(1) f は連続である.

(2) f による Y の任意の開集合の逆像はXの開集合である.

(3) f による Y の任意の閉集合の逆像はXの閉集合である.

(4) 任意のA ⊂ Xに対して, f(A) ⊂ f(A).

注意 1.3 定理 1.3より, 位相空間Xから位相空間 Y への写像 f の連続性に対する条件は, 定義
1.5で述べたものの代わりに, 定理 1.3の (2)～(4)の条件のどれを用いてもよい.

連続写像の例を幾つか挙げよう.

例 1.6 離散空間から任意の位相空間への任意の写像は連続である.

例 1.7 任意の位相空間から密着空間への任意の写像は連続である.

例 1.8 (定値写像) X, Y を位相空間とし, y0 ∈ Y を固定しておく. このとき, Xから Y への写
像 f を

f(x) = y0 (x ∈ X)

により定める. この f を定値写像という. 定値写像は連続である.
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問題 1

1. 次の問に答えよ.

(1) (X, d)を距離空間, {an}∞n=1をXの点列とする. {an}∞n=1が収束するならば, {an}∞n=1は有
界である, すなわち, あるM > 0が存在し, 任意のm, n ∈ Nに対して, d(am, an) ≤ Mと
なることを示せ.

(2) {an}∞n=1を実数列とする. {an}∞n=1が収束するならば, {an}∞n=1は有界である, すなわち,

あるM > 0が存在し, 任意の n ∈ Nに対して, |an| ≤ M となることを示せ.

(3) {an}∞n=1, {bn}∞n=1をそれぞれ a, b ∈ Rに収束する実数列とする. このとき, {anbn}∞n=1は
abに収束することを示せ.

2. (X, dX), (Y, dY )を距離空間, f をXから Y への写像とする. ある L > 0が存在し, 任意の
x, x′ ∈ Xに対して,

dY (f(x), f(x
′)) ≤ LdX(x, x

′)

となるならば, f は連続であることを示せ. なお, 上の条件をみたす f は Lipschitz連続であ
るという.

3. (X,O)を位相空間とし, A ⊂ X, A ̸= ∅とする. このとき, AのOに関する相対位相OAを
考える. 更に, B ⊂ Aとする.

(1) AがXの開集合であり, BがAの開集合ならば, BはXの開集合であることを示せ.

(2) AがXの閉集合であり, BがAの閉集合ならば, BはXの閉集合であることを示せ.
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問題 1の解答
1. (1) a ∈ Xとし, {an}∞n=1が aに収束すると仮定する. このとき, あるN ∈ Nが存在し, n ∈ N

n ≥ N ならば,

d(an, a) < 1

となる. ここで, M > 0を

M = 2max{d(a1, a), d(a2, a), . . . , d(aN−1, a), 1}

により定める. このとき, 三角不等式より, 任意のm, n ∈ Nに対して,

d(am, an) ≤ d(am, a) + d(a, an)

= d(am, a) + d(an, a)

≤ max{d(a1, a), d(a2, a), . . . , d(aN−1, a), 1}
+max{d(a1, a), d(a2, a), . . . , d(aN−1, a), 1}

= M,

すなわち,

d(am, an) ≤ M

である. よって, {an}∞n=1は有界である.

(2) (1)より, あるM ′ > 0が存在し, 任意のm, n ∈ Nに対して,

|am − an| ≤ M ′

である. ここで, M > 0を
M = M ′ + |a1|

により定める. このとき, 三角不等式より, 任意の n ∈ Nに対して,

|an| = |(an − a1) + a1|
≤ |an − a1|+ |a1|
≤ M ′ + |a1|
= M,

すなわち, |an| ≤ M である.

(3) まず, (2)より, あるM > 0が存在し, 任意の n ∈ Nに対して, |an| ≤ M となる.

次に, ε > 0とする. {an}∞n=1は aに収束するから, あるN1 ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥
N1ならば,

|an − a| < ε

M + |b|
となる. 同様に, あるN2 ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥ N2 ならば,

|bn − b| < ε

M + |b|

となる. ここで, N ∈ Nを
N = max{N1, N2}
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により定める. このとき, 三角不等式および上の 2式より, n ∈ N, n ≥ N ならば,

|anbn − ab| = |(anbn − anb) + (anb− ab)|
≤ |anbn − anb|+ |anb− ab|
= |an||bn − b|+ |b||an − a|

< M · ε

M + |b|
+ |b| · ε

M + |b|
= ε,

すなわち,

d(anbn, ab) < ε

である. よって, {anbn}∞n=1は abに収束する.

2. a ∈ X, ε > 0とし, δ > 0を δ = ε
L
により定める. 仮定より, x ∈ X, dX(x, a) < δならば,

dY (f(x), f(a)) ≤ LdX(x, a)

< L · ε
L

= ε,

すなわち,

dY (f(x), f(a)) < ε

である. よって, f は aで連続である. 更に, aは任意だから, f は連続である.

3. (1) BはAの開集合だから, B = O∩AとなるO ∈ Oが存在する. 更に, AはXの開集合, す
なわち, A ∈ Oである. よって, B ∈ O, すなわち, BはXの開集合である.

(2) BはAの閉集合だから, A \BはAの開集合である. よって,

A \B = O ∩ A

となるO ∈ Oが存在する. 更に, B ⊂ Aだから,

(X \ A) ∩B = ∅

であることに注意すると,

X \B = ((X \ A) ∪ A) \B
= ((X \ A) \B) ∪ (A \B)

= (X \ A) ∪ (A \B)

= (X \ A) ∪ (O ∩ A)

= ((X \ A) ∪O) ∩ ((X \ A) ∪ A)

= ((X \ A) ∪O) ∩X

= (X \ A) ∪O

である. ここで, AはXの閉集合だから, X \ A ∈ Oである. また, O ∈ Oである. よっ
て, X \B ∈ O, すなわち, BはXの閉集合である.


