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§12. Gaussの発散定理
ここでは, Greenの定理, Stokesの定理に次いでベクトル解析における基本的な積分定理の 1

つであるGaussの発散定理について述べよう. V をR3の体積確定な領域とする. V の境界 ∂V

は曲面となるが, ∂V の単位法ベクトルは V の外側へ向かうように選んでおく. この単位法ベク
トルを外向き単位法ベクトルという. このとき, 次がなりたつ.

定理 12.1 (Gaussの発散定理) F を V 上のC1級の 3次元ベクトル場とすると,∫∫∫
V

divF dxdydz =

∫∫
∂V

F
−→
dA

がなりたつ.

証明 R2の領域Dで定義されたスカラー値関数 f , gが

f(x, y) = g(x, y) ((x, y) ∈ ∂D)

をみたし, V が
V = {(x, y, z) | (x, y) ∈ D, f(x, y) ≤ z ≤ g(x, y)}

と表され, F がスカラー場 φを用いて

F = (0, 0, φ)

と表されるときのみを考える. 一般のときは Stokesの定理の証明と同様である.

まず, ∫∫∫
V

divF dxdydz =

∫∫∫
V

∂φ

∂z
dxdydz

=

∫∫
D

(∫ g(x,y)

f(x,y)

∂φ

∂z
dz

)
dxdy

=

∫∫
D

(φ(x, y, g(x, y))− φ(x, y, f(x, y))) dxdy

である. 一方, f , gのグラフをそれぞれ S1, S2とおくと,

∂V = S1 ∪ S2

である. νを ∂V の外向き単位法ベクトルとすると, S1上では

ν =
(fx, fy, −1)√
f 2
x + f 2

y + 1

だから, ∫∫
S1

F
−→
dA =

∫∫
D

⟨(0, 0, φ(x, y, f(x, y)), (fx, fy, −1)⟩ dxdy

= −
∫∫

D

φ(x, y, f(x, y)) dxdy

である. 同様に, S2上では
ν =

(−gx, −gy, 1)√
g2x + g2y + 1
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だから, ∫∫
S2

F
−→
dA =

∫∫
D

φ(x, y, g(x, y)) dxdy

である. よって, ∫∫
∂V

F
−→
dA =

∫∫
S1

F
−→
dA+

∫∫
S2

F
−→
dA

=

∫∫
D

(φ(x, y, g(x, y))− φ(x, y, f(x, y))) dxdy

=

∫∫∫
V

divF dxdydz

となり, Gaussの発散定理がなりたつ. □
例 12.1 a > 0とし,

V = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 ≤ a2}

とおく. V の境界 ∂V は原点中心, 半径 aの球面であり, Dを

D = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ a2}

により定められるR2の領域, f , gをそれぞれ

f(x, y) = −
√

a2 − x2 − y2, g(x, y) =
√
a2 − x2 − y2 ((x, y) ∈ D)

により定められる 2変数のスカラー値関数とすると, ∂V は f のグラフと gのグラフの和集合で
ある.

また, 3次元ベクトル場 F を

F (x, y, z) = (x, y, z) ((x, y, z) ∈ R3)

により定める.

このとき, Gaussの発散定理がなりたつことを直接確かめてみよう. まず,∫∫∫
V

divF dxdydz =

∫∫∫
V

3 dxdydz

= 3 · 4
3
πa3

= 4πa3

である. 一方, f , gのグラフをそれぞれ S1, S2とおくと,∫∫
S1

F
−→
dA =

∫∫
D

〈(
x, y, −

√
a2 − x2 − y2

)
,

(
x√

a2 − x2 − y2
,

y√
a2 − x2 − y2

, −1

)〉
dxdy

=

∫∫
D

a2√
a2 − x2 − y2

dxdy,

∫∫
S2

F
−→
dA =

∫∫
D

〈(
x, y,

√
a2 − x2 − y2

)
,

(
x√

a2 − x2 − y2
,

y√
a2 − x2 − y2

, 1

)〉
dxdy

=

∫∫
D

a2√
a2 − x2 − y2

dxdy
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である. ここで, 極座標変換を用いると, Dは領域

E = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π}

へ写される. よって, ∫∫
∂V

F
−→
dA =

∫∫
S1

F
−→
dA+

∫∫
S2

F
−→
dA

= 2a2
∫∫

D

dxdy√
a2 − x2 − y2

= 2a2
∫∫

E

r drdθ√
a2 − r2

= 2a2
∫ 2π

0

∫ a

0

r√
a2 − r2

drdθ

= 2a2
∫ a

0

r√
a2 − r2

dr

∫ 2π

0

dθ

= 2a2
[
−
√
a2 − r2

]a
0
· 2π

= 2a2 · a · 2π
= 4πa3

である.

例 12.1の 3重積分では被積分関数が定数であったため, 積分の値は球の体積を求めればよかっ
たが, 一般には空間極座標を用いて変数変換を行うと計算が進められる場合がある. OをR3の
原点, P(x, y, z) ∈ R3 とし, 線分OPの長さを rとおく. 次に, z軸とベクトル−→

OPとのなす角を
θとおく. 更に, Pの xy平面への射影をQとし, x軸とベクトル−→

OQとのなす角を φとおく. た
だし, θ, φはそれぞれ 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π の範囲に選んでおく. このとき,

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ

がなりたち, (r, θ, φ)を空間極座標という. 空間極座標に対しても 3次行列の行列式を用いて x,

y, zの r, θ, φに対する Jacobian
∂(x, y, z)

∂(r, θ, φ)
が定まり,

∂(x, y, z)

∂(r, θ, φ)
=

∣∣∣∣∣∣∣
xr xθ xφ

yr yθ yφ
zr zθ zφ

∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ

となることが分かる.

例えば, 原点中心, 半径 aの球は空間極座標を用いて変数変換を行うと, 領域

W = {(r, θ, φ) | 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π}

へ写されるから, その体積は 3重積分∫∫∫
W

r2 sin θ drdθdφ

の値に等しい.
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問題 12

1. a > 0に対して, Sを原点中心, 半径 aの球面とし, Sの単位法ベクトルとしては外向き単位法
ベクトルを考える. 3次元ベクトル場 F を次の (1), (2)により定めるとき, Gaussの発散定理

を用いて面積分
∫∫

S

F
−→
dA の値を求めよ.

(1) F (x, y, z) = (yz, zx, xy) ((x, y, z) ∈ R3).

(2) F (x, y, z) = (x3, y3, z3) ((x, y, z) ∈ R3).

2. R3 \ {0}で定義された 3次元ベクトル場 F を

F (x, y, z) =
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)
3
2

((x, y, z) ∈ R3 \ {0})

により定める.

(1) divF を求めよ.

(2) a > 0に対して, Sを原点中心, 半径 aの球面とし, Sの単位法ベクトルとしては外向き単

位法ベクトルを考える. 面積分
∫∫

S

F
−→
dAの値を求めよ.
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問題 12の解答
1. まず,

V = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 ≤ a2}

とおくと, ∂V = Sである.

(1) Gaussの発散定理より,∫∫
S

F
−→
dA =

∫∫∫
V

div (yz, zx, xy) dxdydz

=

∫∫∫
V

0 dxdydz

= 0

である.

(2) 空間極座標を用いて変数変換を行うと, V は領域

W = {(r, θ, φ) | 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π}

へ写される. よって, Gaussの発散定理より,∫∫
S

F
−→
dA =

∫∫∫
V

div (x3, y3, z3) dxdydz

=

∫∫∫
V

3(x2 + y2 + z2) dxdydz

=

∫∫∫
W

3r2 · r2 sin θ drdθdφ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ a

0

3r4 sin θ drdθdφ

=

∫ a

0

3r4 dr

∫ π

0

sin θ

∫ 2π

0

dφ

=

[
3

5
r5
]a
0

· [− cos θ]π0 · 2π

=
3

5
a5 · 2 · 2π

=
12

5
πa5

である.

2. (1) まず,

∂

∂x

x

(x2 + y2 + z2)
3
2

=
1 · (x2 + y2 + z2)

3
2 − x · 3

2
(x2 + y2 + z2)

1
2 · 2x

(x2 + y2 + z2)3

=
−2x2 + y2 + z2

(x2 + y2 + z2)
5
2

である. 同様に,

∂

∂y

y

(x2 + y2 + z2)
3
2

=
x2 − 2y2 + z2

(x2 + y2 + z2)
5
2

,
∂

∂z

z

(x2 + y2 + z2)
3
2

=
x2 + y2 − 2z2

(x2 + y2 + z2)
5
2
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である. よって,

divF = 0

である.

(2) Dを
D = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ a2}

により定められるR2の領域, f , gをそれぞれ

f(x, y) = −
√

a2 − x2 − y2, g(x, y) =
√
a2 − x2 − y2 ((x, y) ∈ D)

により定められる 2変数のスカラー値関数とすると, Sは f のグラフと gのグラフの和
集合である. f , gのグラフをそれぞれ S1, S2とおくと,∫∫
S1

F
−→
dA

=

∫∫
D

〈
1

a3

(
x, y, −

√
a2 − x2 − y2

)
,

(
x√

a2 − x2 − y2
,

y√
a2 − x2 − y2

, −1

)〉
dxdy

=

∫∫
D

dxdy

a
√

a2 − x2 − y2
,

∫∫
S2

F
−→
dA

=

∫∫
D

〈
1

a3

(
x, y,

√
a2 − x2 − y2

)
,

(
x√

a2 − x2 − y2
,

y√
a2 − x2 − y2

, 1

)〉
dxdy

=

∫∫
D

dxdy

a
√

a2 − x2 − y2

である. ここで, 極座標変換を用いると, Dは領域

E = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π}

へ写される. よって, ∫∫
S

F
−→
dA =

∫∫
S1

F
−→
dA+

∫∫
S2

F
−→
dA

=
2

a

∫∫
D

dxdy√
a2 − x2 − y2

=
2

a

∫∫
E

r drdθ√
a2 − r2

=
2

a

∫ 2π

0

∫ a

0

r√
a2 − r2

drdθ

=
2

a

∫ a

0

r√
a2 − r2

dr

∫ 2π

0

dθ

=
2

a

[
−
√
a2 − r2

]a
0
· 2π

=
2

a
· a · 2π

= 4π

である.


