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§10. Urysohn の距離化定理
距離空間は位相空間の例であるが, 位相空間の中には距離から位相が定まらないものも存在
する. 位相空間 (X,O)に対して, Xのある距離 dが存在し, dにより定まるXの位相がOと一
致するとき, (X,O)またはOは dにより距離付け可能であるというのであった. 例えば, 2個以
上の点を含む密着空間は距離付け可能ではないことが分かる. ここでは, 位相空間がどのような
条件をみたすときに距離付け可能となるかについて述べよう.

まず, 位相の基底と第二可算公理について思い出しておく.

定義 10.1 (X,O)を位相空間とする.

B ⊂ Oとする. 任意のO ∈ OがBの元からなる部分集合族 (Oλ)λ∈Λを用いて,

O =
⋃
λ∈Λ

Oλ

と表されるとき, BをOの基底または開基という.

Oの高々可算な基底が存在するとき, Xは第二可算公理をみたすという.

また, 稠密かつ高々可算な部分集合をもつ位相空間は可分であるというのであった. 第二可算
公理と可分性に関して, 次がなりたつ.

定理 10.1 第二可算公理をみたす位相空間は第一可算公理をみたし, かつ, 可分である.

可分な距離空間は第二可算公理をみたす.

特に, 距離空間に対して, 第二可算公理をみたすことと可分であることは同値である.

証明 第二可算公理をみたす位相空間は第一可算公理をみたし, かつ, 可分であることのみ示す.

(X,O)を第二可算公理をみたす位相空間とする. このとき, Oの高々可算な基底Bが存在
する.

まず, x ∈ Xに対して, xを含むBの元全体の集合を U∗(x) とおく. このとき, Bは高々可算
であることより, U∗(x)は高々可算である. また, U を xの近傍とすると, Xのある開集合Oが
存在し,

x ∈ O ⊂ U

となる. よって, 基底の定義より, xはBのある元に含まれる. したがって, U∗(x)は xの基本近
傍系となる. 以上より, Xは第一可算公理をみたす.

次に, Bの各元から 1点ずつを選んで得られるXの部分集合をAとおく. このとき, Bは高々
可算であることより, Aは高々可算である. また,

(X \ A)i ̸= ∅

であると仮定すると, 空ではないあるO ∈ Bが存在し,

O ⊂ (X \ A)i

となる. これはAの定義に矛盾する. よって, Aは稠密である. したがって, Xは可分である. □

定理 10.1に関連して, 第二可算公理をみたす位相空間は正規であれば, 距離空間となる. すな
わち, 次がなりたつ.

定理 10.2 (Urysohnの距離化定理) 第二可算公理をみたす正規空間は距離付け可能である.

証明 (X,O)を第二可算公理をみたす正規空間とする.
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まず, Xが第二可算公理をみたすことより, Oの高々可算な基底Bが存在する. このとき,

M = {(U, V ) |U, V ∈ B \ {∅, X}, U ⊂ V }

とおく. Bは高々可算だから,

M = {(Un, Vn) |n ∈ N, Un, Vn ∈ B \ {∅, X}, Un ⊂ Vn}

と表すことができる. 各 n ∈ Nに対して, Un, V
c
n はXの互いに素な空でない閉集合である. ま

た, Xは正規だから, T4空間である. よって, Urysohnの補題より, ある fn ∈ C(X)が存在し,

fn(X) ⊂ [0, 1], fn(Un) = {0}, fn(V
c
n ) = {1}

となる.

ここで, 関数 d : X ×X → Rを

d(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
|fn(x)− fn(y)| (x, y ∈ X)

により定める. x, y ∈ X, x ̸= yとする. Xは正規だから, 第一分離公理をみたす. よって, {x}
はXの閉集合であり, X \ {y}はXの開集合である. 更に,

{x} ⊂ X \ {y}

だから, 定理 9.1および基底の定義より, あるO ∈ Bが存在し,

x ∈ O, O ⊂ X \ {y}

となる. 再び, 定理 9.1および基底の定義より, あるO′ ∈ Bが存在し,

x ∈ O′, O′ ⊂ O

となる. したがって, ある n ∈ Nに対して,

(O′, O) = (Un, Vn)

となる. このとき, x ∈ Un, y ̸∈ Vnだから,

fn(x) = 0, fn(y) = 1

となり,

d(x, y) ≥ 1

2n

である. 以上より, dはXの距離となる.

Odを dにより定まるX の開集合系とする. また, O ∈ O, x ∈ Oとする. 上と同様に, ある
n ∈ Nが存在し,

x ∈ Un, V n ⊂ O

となる. ここで, y ∈ B
(
x; 1

2n

)
とすると,

d(x, y) <
1

2n
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より,

|fn(x)− fn(y)| < 1

である. 更に, x ∈ Unより, fn(x) = 0である. よって, fn(y) < 1となり, y ∈ Vnである. した
がって,

B

(
x;

1

2n

)
⊂ Vn

である. 以上より,

B

(
x;

1

2n

)
⊂ O

となり, xはOdに関して, Oの内点となる. 更に, xは任意だから, O ∈ Odとなり, O ⊂ Odで
ある.

次に, x ∈ Xとする. ε > 0に対して, k ∈ Nを
∞∑

n=k+1

1

2n−1
<

ε

2

となるように選んでおく. 更に, n ∈ Nに対して,

On(x) =
{
y ∈ X

∣∣∣ |fn(x)− fn(y)| <
ε

2k

}
とおく. fnはOに関して連続だから, On(x)はOに関する xの開近傍である. よって,

O(x) =
k⋂

n=1

On(x)

とおくと, O(x)はOに関する xの開近傍である. ここで, y ∈ O(x)とすると,

d(x, y) =
k∑

n=1

1

2n
|fn(x)− fn(y)|+

∞∑
n=k+1

1

2n
|fn(x)− fn(y)|

< k · ε

2k
+

∞∑
n=k+1

1

2n
(|fn(x)|+ |fn(y)|)

≤ ε

2
+

∞∑
n=k+1

1

2n
(1 + 1)

<
ε

2
+

ε

2

= ε

となる. したがって, y ∈ B(x; ε)である. 更に, yは任意だから, O(x) ⊂ B(x; ε)となり, B(x; ε)

はOに関する xの近傍である. xの ε近傍全体の集合は xの基本近傍系となるから, Od ⊂ Oで
ある.

これらより, Xは距離付け可能, すなわち, 第二可算公理をみたす正規空間は距離付け可能で
ある. □

問題 9-1, 定理 10.1, 定理 10.2より, 次がなりたつ.

定理 10.3 位相空間に対して, 第二可算公理をみたし, かつ, 正規であることと可分であり, か
つ, 距離付け可能であることは同値である.
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問題 10

1. Bを右半開区間全体の集合とすると, BはRのある位相Oの基底となる. すなわち, OはR

の下限位相, (R,O)は Sorgenfrey直線である.

(1) (R,O)は第一可算公理をみたすことを示せ.

(2) (R,O)は可分であることを示せ.

(3) (R,O)は第二可算公理をみたさないことを示せ. 特に, 定理 10.3より, (R,O)は距離付
け可能ではない.

(4) (R,O)は正規であることを示せ.

2. Xを第二可算公理をみたす T3空間とし, A, BをXの互いに素な空でない閉集合とする.

(1) Xの開集合からなる集合族 (Un)n∈N, (Vn)n∈Nが存在し,

A ⊂
∞⋃
n=1

Un, B ⊂
∞⋃
n=1

Vn, Un ∩B = V n ∩ A = ∅ (n ∈ N)

となることを示せ.

(2) n ∈ Nに対して,

U ′
n = Un \

n⋃
k=1

V k, V ′
n = Vn \

n⋃
k=1

Uk

とおき, 更に,

U =
∞⋃
n=1

U ′
n, V =

∞⋃
n=1

V ′
n

とおく. このとき, U , V はXの互いに素な開集合であり,

A ⊂ U, B ⊂ V

であることを示せ.

特に, 第二可算公理をみたす T3空間は T4空間となる. 更に, Urysohnの距離化定理よ
り, 第二可算公理をみたす正則空間は距離付け可能となる.
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問題 10の解答
1. (1) x ∈ Rに対して,

U∗(x) =

{[
x, x+

1

n

) ∣∣∣∣ n ∈ N

}
とおく. このとき, U∗(x)は可算である. また, BはOの基底だから, xを含む (R,O)の
開集合は U∗(x)のある元を含む. よって, U∗(x)は xの基本近傍系である. したがって,

(R,O)は第一可算公理をみたす.

(2) Qは可算だから, Qが (R,O)において稠密であることを示せばよい. このことを背理法
により示す.

Oに関して
(R \Q)i ̸= ∅

であると仮定する. このとき, BはOの基底であることより, (R \Q)iはある右半開区間
を含む．右半開区間はある有理数を必ず含むから,これは矛盾である. よって, Qは (R,O)

において稠密である.

(3) 背理法により示す.

(X,O)が第二可算公理をみたすと仮定する. このとき, Oの高々可算な基底Bが存在
する. ここで, A ⊂ Rを

A = {x ∈ R |あるO ∈ Bに対して, x = minO}

により定める．このとき, Bは高々可算であることより, Aは高々可算である. また, B ⊂ R

を
B = {x ∈ R |あるO ∈ Oに対して, x = minO}

により定める. このとき, 基底の定義より, A = Bである. 一方, 任意の右半開区間はO

の元だから, B = Rである. よって, R = Aである. Rは可算集合ではないから, これは
矛盾である. したがって, (X,O)は第 2可算公理をみたさない.

(4) まず, x ∈ Rとすると,

R \ {x} = (−∞, x) ∪ (x,+∞)

=

(
∞⋃
n=1

[x− n, x)

)
∪

(
∞⋃
n=1

[
x+

1

n
, x+ n

))
∈ O,

すなわち,

R \ {x} ∈ O

である. よって, {x}は (R,O)の閉集合である. したがって, (R,O)は第一分離公理をみ
たす.

次に, A, Bを (R,O)の互いに素な空でない閉集合とする．a ∈ Aとすると，R \Bは
(R,O)の開集合であり, a ∈ R \Bである. よって, 基底の定義より, ある xa ∈ Rが存
在し,

a ∈ [a, xa) ⊂ R \B

となる. 同様に, b ∈ Bとすると, ある xb ∈ Rが存在し,

b ∈ [b, xb) ⊂ R \ A
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となる. ここで,

OA =
⋃
a∈A

[a, xa), OB =
⋃
b∈B

[b, xb)

とおく. このとき, OA, OBは (R,O)の開集合であり,

A ⊂ OA, B ⊂ OB, OA ∩OB = ∅

となる. したがって, AとBは開集合により分離されるから, (R,O)は第四分離公理をみ
たす.

以上より, (R,O)は正規である.

2. (1) a ∈ Aとする. Xは T3空間だから, Xのある開集合 U , V が存在し,

a ∈ U, B ⊂ V, U ∩ V = ∅

となる. このとき,

U ∩B = ∅

である. また, Xは第二可算公理をみたすから, Xの位相の高々可算な基底Bが存在する.

よって, U ∈ Bとすることができる. したがって, 題意をみたす集合族 (Un)n∈Nが存在
する. (Vn)n∈Nについても同様である.

(2) まず, U ′
n, V

′
n, U , V の定義より, これらはXの開集合であり,

A ⊂ U, B ⊂ V

である.

次に, U , V の定義より,

U ∩ V =
⋃

m,n∈N

(U ′
m ∩ V ′

n)

である．ここで, m ≥ nのとき, V ′
nの定義より,

V ′
n ⊂ Vn

⊂ V n,

すなわち, V ′
n ⊂ V nである. 更に, m ≥ nおよび U ′

mの定義より,

U ′
m ∩ V ′

n = ∅

である. 同様に, m ≤ nのとき,

U ′
m ∩ V ′

n = ∅

である. よって,

U ∩ V = ∅

となり, U , V は互いに素である.


