
演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

演習

２０２６年度「幾何学２」（藤岡敦担当）
オンデマンド配信授業

VOICEVOX:ずんだもん
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g2-1

null

30.48

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 00000199 00000000 000011ED 00000000 00003480 00000000 00003989 00000000 00005EB0 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 00000670 00000000000B2100 00000000 00049F20 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

内容

1 立体射影

2 北極が中心の場合

3 一般次元の場合
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g2-2

null

56.16

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 0000018B 00000000 00001821 00000000 0000D0E0 00000000 00004EC8 00000000 00005898 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000005B0 0000000000148700 00000000 00088950 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

立体射影の定義（その１）

単位球面:

S2 := {(x , y , z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}

p ∈ S2: 固定
Π: 原点 000を通り pと直交する平面
x ∈ S2 \ {p}
y : p, x を通る直線と Πの交点
x から y への対応

p : S2 \ {p} → Π

を pを中心とする立体射影という
pは全単射
逆写像は

p−1 : Π → S2 \ {p}
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g2-3

null

234.816

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 00000168 00000000 0000259A 00000000 0001AD18 00000000 000054DB 00000000 000256F8 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000004F0 000000000055F700 00000000 0023CD00 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第１問

問題（教科書「例題 6.1」）
p ∈ S2

p : S2 \ {p} → Π: pを中心とする立体射影
(1) x ∈ S2 \ {p}

p(x)を p, x の式で表せ
(2) y ∈ Π

p−1(y)を p, y の式で表せ

(1)の解
まず

∥p∥ = 1

y := p(x)
p ⊥ y だから

⟨p, y⟩ = 0
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g2-4

null
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eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 0000019C 00000000 00001D51 00000000 00026520 00000000 00004FAD 00000000 000264D8 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000005B0 00000000003DC400 00000000 0019B810 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第１問（続き）

(1)の解（続き）
また ∃t ∈ R s.t.

y = p + t(x − p)

よって

0 = ⟨p, y⟩
= ⟨p,p + t(x − p)⟩
= ∥p∥2 + t(⟨p, x⟩ − ∥p∥2)
= 1 + t(⟨p, x⟩ − 1)

だから
t =

1

1− ⟨p, x⟩
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g2-5

null

141.072

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 0000017E 00000000 00002B63 00000000 00014EF8 00000000 0000599D 00000000 000142C8 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 00000530 000000000033A000 00000000 00157E30 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第１問（続き）

(1)の解（続き）
したがって

p(x) = p +
1

1− ⟨p, x⟩
(x − p)

=
x − ⟨p, x⟩p
1− ⟨p, x⟩

(2)の解
まず

∥x∥ = 1

また ∃s ∈ R s.t.
x = p + s(y − p)
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g2-6

null

143.616

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 00000165 00000000 00003597 00000000 000205F8 00000000 0000552C 00000000 000205E0 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000005B0 0000000000348E00 00000000 0015E190 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第１問（続き）

(2)の解（続き）
よって

1 = ∥x∥2

= ⟨p + s(y − p),p + s(y − p)⟩
= 1− 2s + s2(∥y∥2 + 1)

s ̸= 0だから
s =

2

∥y∥2 + 1

したがって

p−1(y) = p +
2

∥y∥2 + 1
(y − p)
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eng - iTunPGAP
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 0000013E 00000000 00002C12 00000000 0000FCA8 00000000 00005969 00000000 0001A598 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 00000530 0000000000491200 00000000 001E6DB0 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

北極を中心とする立体射影（その１）

p ∈ S2

p : S2 \ {p} → Π: pを中心とする立体射影

p(x) =
x − ⟨p, x⟩p
1− ⟨p, x⟩

(x ∈ S2 \ {p})

p−1(y) = p +
2

∥y∥2 + 1
(y − p) (y ∈ Π)

N := (0, 0, 1) ∈ S2 (北極)
p : S2 \ {N} → Π: 北極を中心とする立体射影

Π = {(X , Y , 0) |X , Y ∈ R}

p(x), p−1(y)の式において

p = (0, 0, 1), x = (x , y , z), y = (X , Y , 0)

とおく
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g2-8

null

207.216

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 000001C2 00000000 000032E9 00000000 0001D688 00000000 00005F1B 00000000 0001D670 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 00000570 00000000004BDB00 00000000 001F96E0 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

北極を中心とする立体射影（その１）（続き）

このとき
p(x , y , z) =

(
x

1− z
,

y

1− z
, 0

)
p−1(X ,Y , 0) =

(
2X

X 2 + Y 2 + 1
,

2Y

X 2 + Y 2 + 1
,
X 2 + Y 2 − 1

X 2 + Y 2 + 1

)
全単射

fN : R2 → S2 \ {N}
を定めることができる

fN(u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
((u, v) ∈ R2)

fN
−1(x , y , z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
((x , y , z) ∈ S2 \ {N})
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g2-9

null

194.64

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 0000014F 00000000 00001973 00000000 0001D088 00000000 00004279 00000000 00023430 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 00000670 0000000000473F00 00000000 001DABA0 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

南極を中心とする立体射影

S := (0, 0, −1) ∈ S2 (南極)
p : S2 \ {S} → Π: 南極を中心とする立体射影

Π = {(X , Y , 0) |X , Y ∈ R}

全単射
fS : R2 → S2 \ {S}

を定めることができる

fS(u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
1− u2 − v2

u2 + v2 + 1

)
((u, v) ∈ R2)

fS
−1(x , y , z) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
((x , y , z) ∈ S2 \ {S})

10 / 20


g2-10

null

170.592

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 0000016E 00000000 00001E4E 00000000 0000C408 00000000 00004C9C 00000000 0000C3F0 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000004F0 00000000003E7200 00000000 001A0040 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第２問

問題（教科書「例題 6.2」）
fN : R2 → S2 \ {N}: 北極を中心とする立体射影から得られる

全単射
fS : R2 → S2 \ {S}: 南極を中心とする立体射影から得られる

全単射
U := fN(R2) ∩ fS(R2)
(1) U を求めよ
(2) fS

−1(U)を求めよ
(3) (u, v) ∈ fS

−1(U)
(fN

−1 ◦ fS|fS−1(U))(u, v)を u, v の式で表せ

(1)の解
まず

fN(R2) = S2 \ {N}, fS(R2) = S2 \ {S}
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null

174.048

eng - iTunPGAP
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eng - iTunNORM
 00000189 00000000 00001DE3 00000000 00006318 00000000 00005356 00000000 00006300 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000005F0 00000000003FB500 00000000 001A8740 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第２問（続き）

(1)の解（続き）
よって

fN(R
2) ∩ fS(R

2) = S2 \ {N, S}

(2)の解
まず Sは f −1

S の定義域の点ではない
また

f −1
S (x , y , z) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
((x , y , z) ∈ S2 \ {S})

だから

f −1
S (N) = f −1

S (0, 0, 1)

= 000
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 0000017C 00000000 00002019 00000000 00028DB8 00000000 00005438 00000000 000284A0 00000000�

eng - iTunSMPB
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演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第２問（続き）

(2)の解（続き）
更に

f −1
S (S2 \ {S}) = R2

よって
fS

−1(U) = R2 \ {000}

(3)の解

(fN
−1 ◦ fS|fS−1(U))(u, v) =

(
2u

u2+v2+1

1− 1−u2−v2

u2+v2+1

,
2v

u2+v2+1

1− 1−u2−v2

u2+v2+1

)

=

(
u

u2 + v2
,

v

u2 + v2

)
13 / 20


g2-13
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eng - iTunPGAP
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eng - iTunNORM
 00000148 00000000 00003044 00000000 00023BF8 00000000 00005689 00000000 00023BE0 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000005B0 00000000003EE400 00000000 001A3010 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

立体射影の定義（その２）

n ∈ N
n次元単位球面:

Sn = {x ∈ Rn+1 | ∥x∥ = 1}

p ∈ Sn: 固定
Π: 原点 000を通り pと直交する超平面
x ∈ Sn \ {p}
y : p, x を通る直線と Πの交点
x から y への対応

p : Sn \ {p} → Π

を pを中心とする立体射影という
pは全単射
逆写像は

p−1 : Π → Sn \ {p}
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g2-14

null
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eng - iTunPGAP
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eng - iTunNORM
 0000017B 00000000 00001EE3 00000000 000189D8 00000000 000054EB 00000000 00025848 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 00000570 0000000000551100 00000000 00236D60 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第３問

問題
p ∈ Sn

p : Sn \ {p} → Π: pを中心とする立体射影
(1) x ∈ Sn \ {p}

p(x)を p, x の式で表せ
(2) y ∈ Π

p−1(y)を p, y の式で表せ

解

p(x) =
x − ⟨p, x⟩p
1− ⟨p, x⟩

(x ∈ Sn \ {p})

p−1(y) = p +
2

∥y∥2 + 1
(y − p) (y ∈ Π)
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g2-15

null

156.48

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 0000018E 00000000 000018EE 00000000 00012558 00000000 000047EB 00000000 0001F740 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000005B0 0000000000394400 00000000 0017D810 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

北極を中心とする立体射影（その２）

N := (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn (北極)
p : Sn \ {N} → Π: 北極を中心とする立体射影

Π = {(y1, · · · , yn, 0) | y1, · · · , yn ∈ R}

p(x), p−1(y)の式において
p = (0, · · · , 0, 1), x = (x1, · · · , xn+1), y = (y1, · · · , yn, 0)

とおく
このとき

p(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1− xn+1
, · · · , xn

1− xn+1
, 0

)
p−1(y1, · · · , yn, 0) =(

2y1
y21 + · · ·+ y2n + 1

, · · · , 2yn
y21 + · · ·+ y2n + 1

,
y21 + · · ·+ y2n − 1

y21 + · · ·+ y2n + 1

)
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g2-16

null
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eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 00000178 00000000 00001CC8 00000000 0001C860 00000000 00004DA9 00000000 00013080 00000000�

eng - iTunSMPB
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演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

北極を中心とする立体射影（その２）（続き）

全単射
fN : Rn → Sn \ {N}

を定めることができる
(y1, · · · , yn) ∈ Rnとすると

fN(y1, · · · , yn) =(
2y1

y21 + · · ·+ y2n + 1
, · · · , 2yn

y21 + · · ·+ y2n + 1
,
y21 + · · ·+ y2n − 1

y21 + · · ·+ y2n + 1

)
(x1, · · · , xn+1) ∈ Sn \ {N}とすると

fN
−1(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1− xn+1
, · · · , xn

1− xn+1

)
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g2-17

null

180.528

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 00000169 00000000 00002074 00000000 0000C618 00000000 0000445F 00000000 0000C510 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 00000630 0000000000421200 00000000 001B8370 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第４問

問題
S := (0, · · · , 0, −1) (南極)
⇝ p : Sn \ {S} → Π: 南極を中心とする立体射影
全単射

fS : Rn → Sn \ {S}

および fS
−1を求めよ

解
(x1, · · · , xn+1) ∈ Sn \ {S}とすると

p(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1
, 0

)
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null
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eng - iTunSMPB
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演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第４問（続き）

解（続き）
(y1, · · · , yn, 0) ∈ Πとすると

p−1(y1, · · · , yn, 0) =(
2y1

y21 + · · ·+ y2n + 1
, · · · , 2yn

y21 + · · ·+ y2n + 1
,
1− y21 − · · · − y2n
y21 + · · ·+ y2n + 1

)
よって

fS(y1, · · · , yn) =(
2y1

y21 + · · ·+ y2n + 1
, · · · , 2yn

y21 + · · ·+ y2n + 1
,
1− y21 − · · · − y2n
y21 + · · ·+ y2n + 1

)

fS
−1(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1

)
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eng - iTunNORM
 00000161 00000000 00001F5A 00000000 0001AB98 00000000 0000471F 00000000 00012C60 00000000�

eng - iTunSMPB
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演習

内容

立体射影

北極が中心の
場合

一般次元の
場合

第５問

問題
U := fN(Rn) ∩ fS(Rn)
(y1, · · · , yn) ∈ fS

−1(U)
(fN

−1 ◦ fS|fS−1(U))(y1, · · · , yn)を y1, · · · , ynの式で表せ

解
まず

U = Sn \ {N,S}, fS
−1(U) = Rn \ {000}

さらに

(fN
−1 ◦ fS|fS−1(U))(y1, · · · , yn)

=

(
y1

y21 + · · ·+ y2n
, · · · , yn

y21 + · · ·+ y2n

)
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