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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

内容

1 集合

2 写像

3 数列と関数

4 関数の微分

2 / 20


os-2

null

49.248

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 00000142 00000000 00001860 00000000 0000B5C8 00000000 00003B7E 00000000 00001488 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000006B0 000000000011FE00 00000000 00077B50 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第１問

問題（教科書「問題 1.1 (2)」）
A, B, C : 集合
等式

(A ∪ B) \ C = (A \ C ) ∪ (B \ C ) (1)

がなりたつことを示せ

解

(A ∪ B) \ C = {x | x ∈ A ∪ B かつ x ̸∈ C}
（差の定義）
= {x |「x ∈ Aまたは x ∈ B」かつ x ̸∈ C}
（和の定義）
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第１問（続き）

解（続き）

=

{
x

∣∣∣∣「x ∈ A かつ x ̸∈ C」または
「x ∈ B かつ x ̸∈ C」

}
= {x | x ∈ A \ C または x ∈ B \ C}
（差の定義）
= (A \ C ) ∪ (B \ C )

（和の定義）
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第２問

問題（教科書「問題 1.1 (10)」）
A, B, C : 集合
等式

(A \ B) \ C = A \ (B ∪ C ) (2)

がなりたつことを示せ

解

(A \ B) \ C = {x | x ∈ A \ B かつ x ̸∈ C}
（差の定義）

= {x |「x ∈ Aかつ x ̸∈ B」かつ x ̸∈ C}
（差の定義）

= {x | x ∈ Aかつ「x ̸∈ B かつ x ̸∈ C」}
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第２問（続き）

解（続き）

=

{
x

∣∣∣∣ x ∈ Aかつ「「x ∈ B ではない」
かつ「x ∈ C ではない」」

}
=

{
x

∣∣∣∣ x ∈ A かつ「「x ∈ B または
x ∈ C」ではない」

}
= {x | x ∈ Aかつ「x ∈ B ∪ C ではない」}
（和の定義）

= {x | x ∈ Aかつ x ̸∈ (B ∪ C )}
= A \ (B ∪ C )

（差の定義）
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第３問

問題（教科書「問題 1.4 (1)」）
A, B, C : 集合
等式

(A⊖ B) \ C = {A \ (B ∪ C )} ∪ {B \ (C ∪ A)} (3)

がなりたつことを示せ

解

(A⊖ B) \ C = {(A \ B) ∪ (B \ A)} \ C
（対称差の定義）

= {(A \ B) \ C} ∪ {(B \ A) \ C}
= · · ·
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第４問

問題（教科書「問題 2.10」）
X : 集合, X ̸= ∅
全体集合

A ⊂ X

χA(x) :=

{
1 (x ∈ A)

0 (x ∈ Ac)

⇝ χA : X → {0, 1}（定義関数）

F (X , {0, 1}) := {f : X → {0, 1}}

Φ(A) := χA (A ∈ 2X )

⇝ Φ : 2X → F (X , {0, 1})
(1) Φは全射であることを示せ
(2) Φは単射であることを示せ
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第４問（続き）

(1)の解
f ∈ F (X , {0, 1})
A := f −1({1}) ∈ 2X

x ∈ Aとすると A，逆像の定義，χAの定義より

f (x) = χA(x) = 1

x ∈ Ac とすると f (X ) = {0, 1}より

f (x) = χA(x) = 0

よって f = χA

Φの定義より Φ(A) = f
したがって Φは全射
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第４問（続き）

(2)の解
A, A′ ∈ 2X，A ̸= A′とする
このとき A \ A′ ̸= ∅または A′ \ A ̸= ∅
A \ A′ ̸= ∅のとき
x ∈ A \ A′とすると x ∈ Aかつ x /∈ A′

すなわち x ∈ Aかつ x ∈ (A′)c

定義関数の定義より χA(x) = 1，χA′(x) = 0
よって χA ̸= χA′

A′ \ A ̸= ∅のときも同様
Φの定義より Φ(A) ̸= Φ(A′)
したがって Φは単射
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第５問

中間値の定理
f : [a, b] → R: 連続
f (a) ̸= f (b)
=⇒ ∀l : f (a)と f (b)の間の数

∃c ∈ (a, b) s.t. f (c) = l

問題（教科書「問題 3.5 (1)」）
中間値の定理において f が連続ではないとする
上のような l が存在しない例を挙げよ

解

f (x) :=

{
0 (0 ≤ x ≤ 1)

1 (1 < x ≤ 2)
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第６問

ワイエルシュトラスの定理
f : [a, b] → R: 連続
=⇒ ∃c1, c2 ∈ [a, b] s.t. ∀x ∈ [a, b], f (c2) ≤ f (x) ≤ f (c1)

問題（教科書「問題 3.5 (2)」）
ワイエルシュトラスの定理において f の定義域を有界な区間
とする
上のような c1または c2が存在しない例を挙げよ

解

f (x) :=
1

x
(0 < x ≤ 1)

12 / 20


os-12

null

185.472

eng - iTunPGAP
0��

eng - iTunNORM
 00000194 00000000 00001A2B 00000000 0001CD40 00000000 000053F4 00000000 0001DAA8 00000000�

eng - iTunSMPB
 00000000 00000210 000005F0 000000000043E400 00000000 001C4580 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000�



演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第７問

問題（教科書「問題 4.1」）
n ∈ N
x ∈ R

f (x) :=

xn sin
1

x
(x ̸= 0)

0 (x = 0)

⇝ f : R → R
(1) f は連続であることを示せ
(2) x ∈ R \ {0}のとき f ′(x)を計算せよ
(3) f ′(0)が存在するための条件を求めよ
(4) (3)の条件のもとで f ′ : R → Rが連続となるための条件を
求めよ
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第７問（続き）

(1)の解
まず a ∈ R \ {0}とする
関数 xn, sin x は x = aで連続（教科書「例 3.7」）
関数 1

x は x = aで連続（教科書「問題 3.2」）
よって f (x)は x = aで連続（教科書「問題 3.2」）
次に x ∈ R \ {0}とする
−1 ≤ sin 1

x ≤ 1より
−|x |n ≤ xn sin

1

x
≤ |x |n

はさみうちの原理を用いると

lim
x→0

f (x) = 0 = f (0)

よって f (x)は x = 0で連続
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第７問（続き）

(2)の解

f ′(x) = (xn)′ sin
1

x
+ xn

(
sin

1

x

)′

（積の微分法）

= nxn−1 sin
1

x
+ xn

(
cos

1

x

)(
1

x

)′

（合成関数の微分法）

= nxn−1 sin
1

x
+ xn

(
cos

1

x

)(
− 1

x2

)
= nxn−1 sin

1

x
− xn−2 cos

1

x
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第７問（続き）

(3)の解
まず

lim
x→0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→0

xn sin 1
x − 0

x

= lim
x→0

xn−1 sin
1

x

n = 1のとき lim
x→0

sin 1
x は存在しない

n ≥ 2のとき (1)の議論と同様に
lim
x→0

xn−1 sin
1

x
= 0

すなわち f ′(0) = 0
よって求める条件は n ≥ 2
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第７問（続き）

(4)の解
n = 2のとき (2)より

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
(x ∈ R \ {0})

ここで lim
x→0

cos 1
x は存在しない

よって lim
x→0

f ′(x)は存在しない

n ≥ 3のとき (1)の計算と同様に

lim
x→0

f ′(x) = 0 = f ′(0)

よって求める条件は n ≥ 3
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第８問

問題（教科書「問題 4.3」）

y := sinh x =
ex − e−x

2
(x ∈ R)

(1) x を y の式で表せ
(2) (1)で求めた式を直接微分し (sinh−1 x)′を計算せよ
(3) 逆関数の微分法を用いて (2)の式を導け

(1)の解
まず

(ex)2 − 2yex + 1 = 0

ex > 0に注意すると

x = log
(
y +

√
y2 + 1

)
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第８問（続き）

(2)の解

(sinh−1 x)′ =
{
log

(
x +

√
x2 + 1

)}′

=
1

x +
√
x2 + 1

(
x +

√
x2 + 1

)′

=
1

x +
√
x2 + 1

{
1 +

1

2

1√
x2 + 1

(x2 + 1)′
}

=
1

x +
√
x2 + 1

(
1 +

1

2

1√
x2 + 1

· 2x
)

=
1

x +
√
x2 + 1

√
x2 + 1 + x√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1
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演習

内容

集合

写像

数列と関数

関数の微分

第８問（続き）

(3)の解

(sinh−1 y)′ =
1

(sinh x)′

（逆関数の微分法）

=
1

cosh x(
cosh x = ex+e−x

2

)
=

1√
sinh2 x + 1

（cosh2 x − sinh2 x = 1）

=
1√

y2 + 1
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