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§7. Taylorの定理
関数は一つの点における高次の導関数の値を知ることにより, その近くの大まかな様子を知る
ことができる. これがTaylorの定理である. 平均値の定理はTaylorの定理の特別な場合とみな
すことができる.

Taylorの定理 f(x)を開区間 Iで n回微分可能な関数とし, a, b ∈ I, a 6= bとすると,

f(b) = f(a) + f ′(a)(b − a) + · · · + f (n−1)(a)

(n − 1)!
(b − a)n−1 +

f (n)(c)

n!
(b − a)n

となる aと bの間の c ∈ Rが存在する.

証明 A ∈ Rに対し

g(x) = f(x) + f ′(x)(b − x) + · · · + f (n−1)(x)

(n − 1)!
(b − x)n−1 + A(b − x)n

とおく.

ここで,

g(a) = g(b)

となるようにAを定め, Rolleの定理を用いればよい. �

Taylorの定理における式の右辺の最後の項

f (n)(c)

n!
(b − a)n

を剰余項とよぶ.

また, Taylorの定理において,

b = x, c = a + θ(x − a)

とおくと, 0 < θ < 1で,

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x − a)k +

f (n)(a + θ(x − a))

n!
(x − a)n

となる. この右辺を f(x)の x = aにおける有限Taylor展開とよぶ. 有限Taylor展開は関数を多
項式で近似することを可能にする.

なお, a = 0のときのTaylorの定理,有限Taylor展開はそれぞれMaclaurinの定理,有限Maclau-

rin展開ともよぶ.

ex, sin x, cos xの有限Maclaurin展開について考えてみよう. 以下では θは xに依存する 0と 1

の間の実数である.

例 exはRでC∞級で, 何回微分しても exのままだから, 有限Maclaurin展開は

ex =
n−1∑
k=0

xk

k!
+

eθx

n!
xn.

例 関数
f(x) = sin x
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を考える. §6において扱ったように, f(x)はRでC∞級で,

f (k)(x) = sin

(
x +

k

2
π

)
.

よって,

f (k)(0) = sin
k

2
π

=

{
0 (kは偶数),

(−1)
k−1
2 (kは奇数).

n = 0, 1, 2, . . . とすると,

f (2n)(θx) = sin(θx + nπ)

= (−1)n sin(θx)

また,

f (2n+1)(θx) = sin
(
θx + nπ +

π

2

)
= cos(θx + nπ)

= (−1)n cos(θx).

従って, sin xの有限Maclaurin展開は

sin x =
n−1∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +

(−1)n sin(θx)

(2n)!
x2n

または

sin x =
n−1∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +

(−1)n cos(θx)

(2n + 1)!
x2n+1.

同様に, cos xの有限Maclaurin展開は

cos x =
n−1∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k +

(−1)n cos(θx)

(2n)!
x2n

または

cos x =
n−1∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k +

(−1)n sin(θx)

(2n − 1)!
x2n−1.

有限Maclaurin展開は関数の近似値を求める際に用いられるが, そのときの誤差は剰余項を評
価することにより得られる. 次に述べる漸近展開は誤差の評価はできないが, 有用なものであ
る. まず, Landauの記号について説明しよう.

定義 x = aの近くで定義された関数 f(x), g(x)に対し,

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0
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が成り立つとき,

f(x) = o(g(x)) (x → a)

と書く. oを Landauの記号とよぶ.

例 de l’Hospitalの定理より,

lim
x→0

ex − 1 − x

x
= lim

x→0

ex − 1

1

= 0.

よって,

ex − 1 − x = o(x) (x → 0).

これを
ex = 1 + x + o(x) (x → 0)

と書く.

漸近展開について述べよう. 証明は省略するが, f (n)(x)の x = aにおける連続性が必要である.

定理 f(x)を x = aの近くでCn級の関数とすると,

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x − a)k + o((x − a)n) (x → a).

関数 f(x)がC∞級ならば, 有限Taylor展開の和の部分を無限和にして, x = aの近くで

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x − a)n

が成り立つだろうか? 右辺をTaylor級数またはTaylor展開, a = 0のときはMaclaurin級数ま
たはMaclaurin展開ともよぶ. 上の式が成り立つような関数は解析的または Cω級であるとい
う. 関数はCω級ならば, C∞級であるが, 逆は一般には成り立たない.

定理 次の (1)～(6)のMaclaurin展開が成り立つ.

(1) ex =
∞∑

n=0

xn

n!
(x ∈ R).

(2) sin x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 (x ∈ R).

(3) cos x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n (x ∈ R).

(4)
1

1 − x
=

∞∑
n=0

xn (−1 < x < 1).

(5) log(1 − x) = −
∞∑

n=1

xn

n
(−1 ≤ x < 1).

(6) tan−1 x =
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
x2n+1 (−1 ≤ x ≤ 1).



§7. Taylorの定理 4

問題 7

1. 次の (1), (2)の有限Maclaurin展開を示せ. 但し, θは xに依存する 0と 1の間の実数である.

(1)
1

1 − x
=

n−1∑
k=0

xk +
1

(1 − θx)n+1
xn.

(2) log(1 − x) = −
n−1∑
k=1

xk

k
− 1

n(1 − θx)n
xn.

2. 次の (1), (2)の定義を Landauの記号を用いて書け.

(1) 関数 f(x)は x = aで連続である.

(2) 関数 f(x)は x = aで微分可能である.

3. 関数 f(x) = sin−1 xを考えると, n = 2, 3, 4, . . . のとき, 等式

(1 − x2)f (n)(x) − (2n − 3)xf (n−1)(x) − (n − 2)2f (n−2)(x) = 0

が成り立つことが分かる. このことを用いて sin−1 xの x = 0における漸近展開が

sin−1 x =
n∑

k=0

(2k − 1)!!

(2k)!!

x2k+1

2k + 1
+ o(xn) (x → 0).

であることを示せ. 但し,

k!! =

{
k(k − 2)(k − 4) · · · 2 (kは偶数),

k(k − 2)(k − 4) · · · 1 (kは奇数),

また 0!! = (−1)!! = 1で, k!!は kの 2重階乗とよばれる. なお, sin−1 xのMaclaurin展開

sin−1 x =
∞∑

n=0

(2n − 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n + 1
(−1 ≤ x ≤ 1)

が成り立つことが分かる.

4. Maclaurin展開を用いて, 次の (1)～(3)が成り立つことを示せ.

(1) e =
∞∑

n=0

1

n!
.

(2) log 2 =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
.

(3)
π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
(Leibnizの級数).
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問題 7の解答
1. (1) まず,

f(x) =
1

1 − x

とおき, kに関する数学的帰納法により,

f (k)(x) =
k!

(1 − x)k+1
(∗)

が成り立つことを示す.

k = 0のとき, (∗)は成り立つ.

k = m (m = 0, 1, 2, . . . ) のとき, (∗)が成り立つと仮定すると,

f (m+1)(x) =
d

dx

m!

(1 − x)m+1

=
(m + 1)!

(1 − x)m+2
.

よって, k = m + 1のときも (∗)は成り立つ.

(∗)より,

f (k)(0) = k!

だから,
1

1 − x
の有限Maclaurin展開は

1

1 − x
=

n−1∑
k=0

xk +
1

(1 − θx)n+1
xn.

(2) まず,

g(x) = log(1 − x)

とおくと,

g′(x) = − 1

1 − x
.

よって, (∗)より,

g(k)(x) = − (k − 1)!

(1 − x)k
(k ∈ N).

従って,

g(0) = 0, g(k)(0) = −(k − 1)! (k ∈ N)

だから, log(1 − x)の有限Maclaurin展開は

log(1 − x) = −
n−1∑
k=1

xk

k
− 1

n(1 − θx)n
xn.

2. (1) f(x)が x = aで連続であるとは

lim
x→a

f(x) = f(a)

が成り立つことだから, 即ち

f(x) = f(a) + o(1) (x → a).
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(2) f(x)が x = aで微分可能であるとは

lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
= f ′(a)

が成り立つことだから, 即ち

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + o(x − a) (x → a).

3. 等式
(1 − x2)f (n)(x) − (2n − 3)xf (n−1)(x) − (n − 2)2f (n−2)(x) = 0

に x = 0を代入すると,

f (n)(0) = (n − 2)2f (n−2)(0).

nが偶数のとき, f(0) = 0だから,

f (n)(0) = 0.

nが奇数のとき,

f ′(x) =
1√

1 − x2

だから,

f (n)(0) = (n − 2)2f (n−2)(0)

= (n − 2)2(n − 4)2f (n−4)(0)

= · · ·
= {(n − 2)!!}2f ′(0)

= {(n − 2)!!}2 · 1
= {(n − 2)!!}2.

ここで, k = 0, 1, 2, . . . のとき,

[{(2k + 1) − 2}!!]2

(2k + 1)!
=

{(2k − 1)!!}2

(2k)!!(2k − 1)!!(2k + 1)

=
(2k − 1)!!

(2k)!!(2k + 1)
.

よって, sin−1 xの x = 0における漸近展開は

sin−1 x =
n∑

k=0

(2k − 1)!!

(2k)!!

x2k+1

2k + 1
+ o(xn) (x → 0).

4. (1) exのMaclaurin展開において, x = 1とおけばよい.

(2) log(1 − x)のMaclaurin展開において, x = −1とおけばよい.

(3) tan−1 xのMaclaurin展開において, x = 1とおけばよい.


