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§1. Euclid空間
Euclid空間は微分積分や線形代数においても現れる親しみのあるものであるが, これから扱っ
ていく曲線や曲面も基本的にはEuclid空間への写像である. ここではEuclid空間に関する事実
を簡単にまとめておこう.

まず, 実数全体の集合をRと書く. 自然数 nを固定しておき, n個の実数を横に並べたもの全体
の集合をRn と書く. 即ち,

Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn ∈ R}

である. R1はRのことである. また, R,R2,R3をそれぞれ直線, 平面, 空間と同一視し, Rnの
元を点ともよぶ.

Rnの二つの元 x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)および c ∈ Rに対し和 x + y ∈ Rnおよ
びスカラー倍 cx ∈ Rnをそれぞれ

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), cx = (cx1, cx2, . . . , cxn)

により定めると, Rnはベクトル空間となる. 零ベクトル 0は (0, 0, . . . , 0)と表される元である.

更に, Rnの標準内積 〈 , 〉は

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn

により定められる, Rn × Rnで定義された実数値関数である. 以下では標準内積を単に内積と
よぶことにする. Rnに内積 〈 , 〉を考えたものが n次元実 Euclid空間である. ここでは複素
Euclid空間は考えないので, Rnを単に n次元 Euclid空間とよんでも構わない.

xと yの内積 〈x, y〉は行列の積を用いて xtyと表しておくと, 計算が容易になる場合がある. 但
し, tyは yの転置行列である.

以下では n次元 Euclid空間としてのRnを考える.

定理 x, y, z ∈ Rn, c ∈ Rとすると, 次の (1)～(4)が成り立つ.

(1) 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉.
(2) 〈cx, y〉 = c〈x, y〉.
(3) 〈y, x〉 = 〈x, y〉.
(4) x 6= 0ならば, 〈x, x〉 > 0.

Rnのノルム ‖ ‖は内積を用いて

‖x‖ =
√

〈x, x〉 (x ∈ Rn)

により定められる, Rnで定義された実数値関数である. 定義より, xの長さ ‖x‖は ‖x‖ ≥ 0をみ
たし, ‖x‖ = 0となるのは x = 0のときのみである.

定理 x, y ∈ Rn, c ∈ Rとすると, 次の (1)～(3)が成り立つ.

(1) ‖cx‖ = |c|‖x‖.
(2) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ (Cauchy-Schwarzの不等式).

(3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (三角不等式).

証明 (2)のみ示す.

y = 0のときは明らか.

y 6= 0のとき,

〈y, y〉 > 0
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に注意すると,

0 ≤
〈

x − 〈x, y〉
〈y, y〉

y, x − 〈x, y〉
〈y, y〉

y

〉
〈y, y〉

=

(
〈x, x〉 − 〈x, y〉

〈y, y〉
〈x, y〉 − 〈x, y〉

〈y, y〉
〈y, x〉 +

〈x, y〉2

〈y, y〉2
〈y, y〉

)
〈y, y〉

= ‖x‖2‖y‖2 − |〈x, y〉|2.

よって,

|〈x, y〉|2 ≤ ‖x‖2‖y‖2.

即ち,

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

�

R2の 2点 a = (a1, a2)および b = (b1, b2)をそれぞれ原点から a, bへ向かう平面ベクトルとみな
すことにする. a, bがともに零ベクトルではないとし, これらのなす角が θで, 0 < θ < πとす
る. このとき, a, bを二辺とする三角形に対し余弦定理を用いると,

‖a − b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2‖a‖‖b‖ cos θ

だから,

(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2 = a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 − 2‖a‖‖b‖ cos θ.

よって,

〈a, b〉 = ‖a‖‖b‖ cos θ

が成り立つ. 特に, aと bが直交するのは 〈a, b〉 = 0のときである.

更に, a, bを二辺とする平行四辺形の面積は

‖a‖‖b‖ sin θ = ‖a‖‖b‖
√

1 − cos2 θ

= ‖a‖‖b‖

√
1 − 〈a, b〉2

‖a‖2‖b‖2

=
√
‖a‖2‖b‖2 − 〈a, b〉2

=
√

(a2
1 + a2

2)(b
2
1 + b2

2) − (a1b1 + a2b2)2

=
√

(a1b2 − a2b1)2

=

∣∣∣∣∣det

(
a

b

)∣∣∣∣∣
となり, 2次の行列式を幾何学的に解釈することができる.

R3の 2点 a = (a1, a2, a3)および b = (b1, b2, b3)をそれぞれ原点から a, bへ向かう空間ベクトル
とみなすことにする. 平面ベクトルの場合と同様に, a, bのなす角を θとすると,

〈a, b〉 = ‖a‖‖b‖ cos θ

が成り立つ.
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更に, aと bの外積 a × b ∈ R3は a, bが平行な場合は零ベクトルで, a, bが平行でない場合は次
の (1)～(3)をみたすように定められる.

(1) a × bは a, bと直交する.

(2) ‖a × b‖は a, bを二辺とする平行四辺形の面積.

(3) a × bの向きは aが bに重なるように角 θ回転するとき, 右ネジが進む向き.

但し, 0 < θ < πとする.

e1, e2, e3 ∈ R3を
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

により定める. よく用いられる右手系とよばれる座標系を選んでおくと,

e1 × e2 = e3, e2 × e3 = e1, e3 × e1 = e2 (∗)

が成り立つ.

定理 a, b, c ∈ R3とすると, 次の (1)～(3)が成り立つ.

(1) a × b = −b × a.

(2) k ∈ Rとすると, (ka) × b = a × (kb) = k(a × b).

(3) a × (b + c) = a × b + a × c, (a + b) × c = a × c + b × c.

R3の 2点 a = (a1, a2, a3)および b = (b1, b2, b3)は

a = a1e1 + a2e2 + a3e3, b = b1e1 + b2e2 + b3e3

と表されるから, 上の定理と (∗)より,

a × b = (a1e1 + a2e2 + a3e3) × (b1e1 + b2e2 + b3e3)

= (a2b3 − a3b2)e1 + (a3b1 − a1b3)e2 + (a1b2 − a2b1)e3

= (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).

a, b, c ∈ R3に対し a, b, cの三重積は 〈a × b, c〉 により定められる. a, b, cを

a = a1e1 + a2e2 + a3e3, b = b1e1 + b2e2 + b3e3, c = c1e1 + c2e2 + c3e3

と表しておくと, 上の計算より

〈a × b, c〉 = c1 det

(
a2 a3

b2 b3

)
− c2 det

(
a1 a3

b1 b3

)
+ c3 det

(
a1 a2

b1 b2

)

= det

 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 (第 3行に関する余因子展開)

= det

 a

b

c

 .

平面ベクトルの場合と同様の計算を行うと, a, b, cを三辺とする平行六面体の体積は |〈a × b, c〉|
であることが分かり, 3次の行列式を幾何学的に解釈することができる.
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問題 1

1. Aを n次の実正方行列とすると, Rnの任意の 2点 x, yに対し

〈x, yA〉 = 〈xtA, y〉

が成り立つことを示せ.

2. x, y ∈ Rnとすると, 中線定理

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

が成り立つことを示せ.

3. 外積 (1, 2, 3) × (4, 5, 6)を求めよ.

4. a, b, c, d ∈ R3とすると, 次の (1)～(4)が成り立つことを示せ.

(1) 〈a × b, c〉 = 〈b × c, a〉 = 〈c × a, b〉.
(2) (a × b) × c = 〈a, c〉b − 〈b, c〉a.

(3) (a × b) × c + (b × c) × a + (c × a) × b = 0 (Jacobiの恒等式).

(4) 〈a × b, c × d〉 = 〈a, c〉〈b, d〉 − 〈a, d〉〈b, c〉 (Lagrangeの公式).

5. a, b, c ∈ R3を次の (1), (2)のように定めると, a, b, cは同一直線上にはない. a, b, cを通る平
面の方程式を求めよ.

(1) a = (1, 2, 3), b = (2, 3, 1), c = (3, 1, 2).

(2) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2), c = (3, 4, 5).
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問題 1の解答
1. 内積を行列の積を用いて表すと,

〈x, yA〉 = xt(yA)

= x(tAty)

= (xtA)ty

= 〈xtA, y〉.

2. ノルムの定義および内積の性質より,

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 〈x + y, x + y〉 + 〈x − y, x − y〉
= ‖x‖2 + 2〈x, y〉 + ‖y‖2 + ‖x‖2 + 2〈x,−y〉 + ‖ − y‖2

= 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

3. 求める外積は

(1, 2, 3) × (4, 5, 6) = (2 · 6 − 3 · 5, 3 · 4 − 1 · 6, 1 · 5 − 2 · 4)

= (−3, 6,−3).

4. (1) 行列式の性質より,

det

 a

b

c

 = det

 b

c

a

 = det

 c

a

b

 .

また,

〈a × b, c〉 = det

 a

b

c

 .

よって,

〈a × b, c〉 = 〈b × c, a〉 = 〈c × a, b〉.

(2) a, b, c, (a × b) × cをそれぞれ

(a1, a2, a3), (b1, b2, b3), (c1, c2, c3), (x, y, z)

とおくと,

(x, y, z) = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) × (c1, c2, c3)

だから,

x = (a3b1 − a1b3)c3 − (a1b2 − a2b1)c2

= (a1c1 + a2c2 + a3c3)b1 − (b1c1 + b2c2 + b3c3)a1,

y = (a1b2 − a2b1)c1 − (a2b3 − a3b2)c3

= (a1c1 + a2c2 + a3c3)b2 − (b1c1 + b2c2 + b3c3)a2,
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z = (a2b3 − a3b2)c2 − (a3b1 − a1b3)c1

= (a1c1 + a2c2 + a3c3)b3 − (b1c1 + b2c2 + b3c3)a3.

よって,

(a × b) × c = 〈a, c〉b − 〈b, c〉a.

(3) (2)より,

(a × b) × c + (b × c) × a + (c × a) × b = 〈a, c〉b − 〈b, c〉a + 〈b, a〉c − 〈c, a〉b
+ 〈c, b〉a − 〈a, b〉c

= 0.

(4) (1), (2)より,

〈a × b, c × d〉 = 〈b × (c × d), a〉
= −〈(c × d) × b, a〉
= −〈〈c, b〉d − 〈d, b〉c, a〉
= −〈c, b〉〈d, a〉 + 〈d, b〉〈c, a〉
= 〈a, c〉〈b, d〉 − 〈a, d〉〈b, c〉.

5. (1) 法ベクトルを求めると,

(b − a) × (c − a) = (1, 1,−2) × (2,−1,−1)

= (1 · (−1) − (−2)(−1), (−2) · 2 − 1 · (−1), 1 · (−1) − 1 · 2)

= (−3,−3,−3).

よって, 求める平面の方程式は

−3(x − 1) − 3(y − 2) − 3(z − 3) = 0.

即ち,

x + y + z = 6.

(2) 法ベクトルを求めると,

(b − a) × (c − a) = (1, 1, 1) × (2, 3, 4)

= (1 · 4 − 1 · 3, 1 · 2 − 1 · 4, 1 · 3 − 1 · 2)

= (1,−2, 1).

よって, 求める平面の方程式は

(x − 1) − 2(y − 1) + (z − 1) = 0.

即ち,

x − 2y + z = 0.


