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略解またはヒント
1. (1) (∗)の両辺と aの内積を取る.

(2) x = − 1

‖a‖2
a × b + ta (t ∈ R).

2. (1) E + c(X) = 2(E + X)−1およびE − c(X) = 2X(E + X)−1を示す.

(2) (E − X)(E + X) = (E + X)(E − X)を用いる.

(3) y ∈ Rnについての連立一次方程式 y(E + X) = 0が自明な解しかもたないことを示す.

(4) (2)を用いる.

(5) c(X) =
1

1 + a2

(
1 − a2 −2a

2a 1 − a2

)
.

(6) c(X) = tan
θ

2

(
0 −1

1 0

)
.

3. t0 ∈ Iを固定しておき, 行列値関数G(t) = F (t)F (t0)
−1を考える. Gの第 i行を giとおき,

(det G)′(t0)を計算する.

4. 背理法により示す. 両辺に x′を掛けて積分する.

5. 微分方程式 dx

dt
=

1√
t2 + 1

を考える.

6. (1) x, yの 2次式は a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x + 2b2y + cと表される.

(2) C̃ =

{
(x̃, ỹ) ∈ R2

∣∣∣∣∣(x̃, ỹ)Ã

(
x̃

ỹ

)
+ 2〈b̃, (x̃, ỹ)〉 + c̃ = 0

}
. 但し, Ã =

(
λ 0

0 µ

)
, b̃ =

bP − (λx0, µy0), c̃ = c − 2〈bP, (x0, y0)〉 + λx2
0 + µy2

0.

7. (1) t = 0.

(2) lの傾きをmとすると, P, Q, Rの座標はそれぞれ
(

2am2

1 + m2
,

2am3

1 + m2

)
,

(
2a

1 + m2
,

2am

1 + m2

)
,

(2a, 2am)となる.

8. (1) ˙̃γ = − κ̇

κ2
nを示す.

(2) それぞれの法線を γ1(t) = γ(s1) + tn(s1), γ2(u) = γ(s2) + un(s2) と表しておくと, 交点

における t, uは γ(s2) − γ(s1)

s2 − s1

=
tn(s1) − un(s2)

s2 − s1

をみたす. この式と γ′(s1)の内積を取

り, s2 → s1とする.

9. (1) a2.

(2) f(t) =

√
2a cos t√

1 + sin2 t
, γ(t) = (f(t) cos ϕ(t), f(t) sin ϕ(t))とおくと, ‖γ̇‖2 = f 2 (ϕ̇)2 +

(
ḟ
)2

=

2a2

1 + sin2 t
.

(3) 0 ≤ t ≤ π
2
の部分の 4倍として計算する. 変数変換 x = sin4 tを行い, B関数を用いると,

γの長さは
√

2aB

(
1

4
,
1

2

)
. 更に, 相補公式を用いると,

a√
π

Γ

(
1

4

)2

.
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(4) (2)の記号を用いると, det

(
γ̇

γ̈

)
= f2 (ϕ̇)3+fḟ ϕ̈+2

(
ḟ
)2

ϕ̇−ff̈ ϕ̇. 更に, f2 = 2a2 cos 2ϕ

等を用いて計算すると, γの曲率は 3√
2a

cos t√
1 + sin2 t

.

(5) (±
√

2a, 0).

10. a > bのとき 2, a < bのとき 1.

11. γ′ = e, γ′′ = κn, γ′′′ = −κ2e + κ′n + κτbを用いる.

12. (1) γを e, n, bの一次結合で表しておき, 〈γ, γ〉 = 1および Frenet-Serretの公式を用いる.

(2) 0.

13. (1) x(u, v) =
2u

u2 + v2 + 1
, y(u, v) =

2v

u2 + v2 + 1
, z(u, v) =

u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1
.

(2) pの Jacobi行列の階数が各点において 2であることを示す.

14. (1) pの Jacobi行列の階数が各点において 2であることを示す.

(2) −(n(u) cos v + b(u) sin v).

(3) {(1 − rκ(u) cos v)2 + r2τ 2(u)} du2 + 2r2τ(u)dudv + r2dv2.

(4) 2πr(b − a).

15. 平面の一部の第二基本形式が 0となることは容易. 逆は単位法ベクトルが一定であること
を示す.

16. Γu
uu =

fufuu

f 2
u + f2

v + 1
, Γu

uv = Γu
vu =

fufuv

f 2
u + f 2

v + 1
, Γu

vv =
fufvv

f 2
u + f 2

v + 1
, Γv

uu =
fvfuu

f2
u + f 2

v + 1
,

Γv
uv = Γv

vu =
fvfuv

f2
u + f 2

v + 1
, Γv

vv =
fvfvv

f2
u + f 2

v + 1
.

17. Gauss曲率は 1

c2
K, 平均曲率は 1

c
H.

18. vj =
n∑

i=1

〈ui, vj〉uiに注意し, 〈vi, vj〉 = δijを用いる.

19. (1) 仮定より, ξ2
u + η2

u = ξ2
v + η2

v , ξuξv + ηuηv = 0が成り立つ. これらを解く.

(2) Cauchy-Riemannの方程式を用いる.

20. (1) AB = BA.

(2) x0 exp(uA + vB). 但し, x0 ∈ Rn.

21. p, p̃の単位法ベクトルをそれぞれ ν, ν̃とし, f =

 pu

pv

ν

, g =

 p̃u

p̃v

ν̃

 とおくと, g−1f は 3

次の直交行列に値をとる. 更に, (g−1f)u = (g−1f)v = 0を示す.

22. (1) x′ − xy = 0, y′ + x2 = 0.

(2) ϕ′ + cos ϕ = 0.

(3) 上半平面上の v軸に平行な半直線の一部.

(4) C ∈ R \ {0}, u0 ∈ Rとすると, u = −C sin ϕ + u0, v = C cos ϕと表されるから, 求める
測地線は u軸上の点を中心とする上半円の一部.
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23. (1) ϕ′′ + ϕ = 0.

(2) nを自然数とすると, L = nπのときは ϕ = C sin t (C ∈ R), L 6= nπのときは ϕ = 0.

24. 平面または円錐の一部


