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§5. 完備性
実連続関数全体の集合は完備な距離空間と同様の性質をもつ.

まず, 距離空間の完備性について述べよう.

定義 (X, d)を距離空間, {xn}n∈NをXの点列とする. 任意の ε > 0に対しあるN ∈ Nが存在
し, n ≥ N ならば d(xn, xN) < εとなるとき, {xn}n∈NをCauchy列とよぶ.

上の定義において,「n ≥ N ならば d(xn, xN) < ε」という条件は, 三角不等式より, 「n,m ≥ N

ならば d(xn, xm) < ε」と置き換えてもよい.

距離空間の収束する点列はCauchy列である. 実際, {xn}n∈Nを距離空間 (X, d)の点 xに収束す
る点列とすると, 任意の ε > 0に対しあるN ∈ Nが存在し, n ≥ N ならば

d(xn, x) <
ε

2

となるから, n ≥ N ならば, 三角不等式より,

d(xn, xN) ≤ d(xn, x) + d(x, xN)

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

よって, {xn}n∈NはCauchy列である.

任意のCauchy列が収束する距離空間は完備であるという.

例 有理数全体の集合Qは Euclid距離を用いて距離空間となるが, 完備ではない.

実際, an ∈ Qを
√

2の小数第 n位までを取り出したものとする. 例えば,

a1 = 1.4, a2 = 1.41, a3 = 1.414, a4 = 1.4142, a5 = 1.41421, a6 = 1.414213, a7 = 1.4142135

である.

このとき, {an}n∈NはCauchy列となるが,
√

2は有理数ではないから, {an}n∈NはQの中では収
束しない.

完備とは限らない距離空間を完備化とよばれる操作を行うことにより, 完備な距離空間に埋め
込んでしまうことができる. 完備化は次のようにして行う.

まず, Qの完備化について述べよう.

QのCauchy列全体の集合をCQと書くことにする.

{an}n∈N, {bn}n∈N ∈ CQに対し数列 {|an − bn|}n∈Nが 0に収束するとき, 即ち

lim
n→∞

|an − bn| = 0

となるとき, {an}n∈N ∼ {bn}n∈Nと書くことにする.

このとき, ∼はCQ上の同値関係を定めることが分かる. 即ち, 次の (1)～(3)が成り立つ.

(1) 任意の {an}n∈N ∈ CQに対し {an}n∈N ∼ {an}n∈N (反射律).

(2) {an}n∈N, {bn}n∈N ∈ CQとする. {an}n∈N ∼ {bn}n∈N ならば, {bn}n∈N ∼ {an}n∈N

(対称律).

(3) {an}n∈N, {bn}n∈N, {cn}n∈N ∈ CQとする. {an}n∈N ∼ {bn}n∈Nかつ {bn}n∈N ∼ {cn}n∈N

ならば, {an}n∈N ∼ {cn}n∈N (推移律).
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CQの∼による商集合, 即ちQの同値な Cauchy列は同じとみなしたものからなる集合を考え
ると, この集合には大小関係や四則演算, 更に絶対値を定め, 完備な距離空間とすることができ
る. これが実数全体の集合Rである.

次に, 一般の距離空間の完備化について述べよう.

(X, d)を距離空間とし, XのCauchy列全体の集合をCX と書くことにする.

{xn}n∈N, {yn}n∈N ∈ CX に対し数列 {d(xn, yn)}n∈Nが 0に収束するとき, 即ち

lim
n→∞

d(xn, yn) = 0

となるとき, {xn}n∈N ∼ {yn}n∈Nと書くことにする.

このとき, ∼は CX 上の同値関係を定めることが分かる. CX の∼による商集合を X̃ と書くこ
とにする.

{xn}n∈N ∈ CX を含む同値類を (xn)と書くことにする. (xn)は X̃の元である.

x̃ = (xn), ỹ = (yn) ∈ X̃とすると, 数列 {d(xn, yn)}n∈NはCauchy列となることが分かる.

Rは完備であるから, {d(xn, yn)}n∈Nは収束する.

そこで, d̃(x̃, ỹ) ∈ Rを
d̃(x̃, ỹ) = lim

n→∞
d(xn, yn)

により定める. 右辺の式は x̃, ỹの代表元 {xn}n∈N, {yn}n∈N の選び方に依存しないことが分かる.

数学ではこのようなとき, 定義はwell-defined であるという.

更に, x ∈ Xに対しすべての項が xとなる点列はCauchy列であるから, このCauchy列を含む
同値類を ι(x)と書くことにより, Xから X̃への写像 ιを定めることができる.

上のようにして得られた X̃, d̃, ιは次の (1)～(3)をみたす.

(1) (X̃, d̃)は完備な距離空間.

(2) 任意の x, y ∈ Xに対し d(x, y) = d̃(ι(x), ι(y)).

(3) ι(X)は X̃において稠密, 即ち ι(X) = X̃.

(X̃, d̃)が (X, d)の完備化である.

例 Euclid空間Rnは完備である.

より一般には, 関連事項 2において扱ったノルム空間の中でも有限次元のものは完備である.

また, 関連事項 4において現れた数列空間 lpも完備なノルム空間である.

完備なノルム空間をBanach空間とよぶ.

さて, 実連続関数全体の集合について考えよう.

定義 (X, O)を位相空間とし, C(X)の一様収束位相を考える. {fn}をC(X)の点列とする. 任
意の ε > 0に対しあるN ∈ Nが存在し, n ≥ N ならば fn ∈ B(fN ; ε)となるとき, {fn}n∈Nを一
様Cauchy列とよぶ.

距離空間の場合と同様に, C(X)の一様収束する点列は一様Cauchy列であることが分かる.

また, Xがコンパクトなときは一様Cauchy列は距離空間 (C(X), d)のCauchy列に他ならない.

次に示すようにC(X)は完備な距離空間と同様の性質をもつ.

定理 C(X)の一様Cauchy列は一様収束する.

証明 {fn}n∈NをC(X)の一様Cauchy列とし, x ∈ Xとする.

このとき, 数列 {fn(x)}n∈NはRのCauchy列.

Rは完備だから, {fn(x)}n∈Nは収束する.
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よって, Xで定義された実数値関数 f を

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

により定めることができる.

まず, f ∈ C(X)であることを示す.

ε > 0とすると, {fn}n∈Nは一様Cauchy列だから, あるN ∈ Nが存在し, n ≥ N ならば

fn ∈ B
(
fN ;

ε

3

)
.

即ち,

d(fn, fN) <
ε

3
.

よって, n → ∞とすると,

|f(x) − fN(x)| ≤ ε

3
.

x0 ∈ Xとすると, fN は連続だから, x0のある近傍 U が存在し, x ∈ U ならば

|fN(x) − fN(x0)| <
ε

3
.

従って, x ∈ U ならば,

|f(x) − f(x0)| ≤ |f(x) − fN(x)| + |fN(x) − fN(x0)| + |fN(x0) − f(x0)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3

= ε.

即ち, f は x0で連続.

x0は任意だから,

f ∈ C(X).

次に, {fn}n∈Nが f に一様収束することを示す.

n ≥ N , x ∈ Xとすると,

|fn(x) − f(x)| ≤ |fn(x) − fN(x)| + |fN(x) − f(x)|

<
ε

3
+

ε

3

=
2

3
ε.

よって,

d(fn, f) ≤ 2

3
ε

< ε.

即ち,

fn ∈ B(f ; ε).

従って, {fn}n∈Nは f に一様収束する. �
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関連事項 5. 縮小写像の原理
不動点定理は数学のみならず, 経済学においても様々な形で現れる重要な定理であるが, ここで
は不動点定理の一つである縮小写像の原理について述べよう.

縮小写像の原理は数学では, 例えば陰関数の定理や常微分方程式の解の存在と一意性定理を証
明する際に用いられる.

(X, d)を距離空間, f をXからX自身への写像とする. 0 < c < 1をみたす定数 cが存在し, 任
意の x, y ∈ Xに対し

d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y) (∗)

となるとき, f を縮小写像とよぶ.

定義より, 縮小写像は常に連続写像である.

f が完備な距離空間 (X, d)の縮小写像ならば, f(x) = xとなる x ∈ Xが一意的に存在する. こ
れが縮小写像の原理である. 上のような xを f の不動点とよぶ.

縮小写像の原理を不動点の存在についてのみ証明しよう.

まず, f が縮小写像だから, 0 < c < 1で任意の x, y ∈ Xに対し (∗)をみたす定数 cが存在する.

x1 ∈ Xを一つ選んでおき, Xの点列 {xn}n∈Nを

xn = f(xn−1) (n = 2, 3, 4, . . . )

により定める.

ここで, n ∈ Nとすると,

d(xn, xn+1) = d(f(xn−1), f(xn))

≤ cd(xn−1, xn)

...

≤ cn−1d(x1, x2)

だから, 更にm ∈ Nとすると,

d(xn, xn+m) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · · + d(xn+m−1, xn+m)

≤ (cn−1 + cn + · · · + cn+m−2)d(x1, x2)

≤ cn−1

1 − c
d(x1, x2).

よって, {xn}n∈NはCauchy列となる.

従って, (X, d)が完備であることより, {xn}n∈Nはある x∞ ∈ X に収束する.

更に, 縮小写像は連続だから,

f(x∞) = f
(

lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
f(xn)

= lim
n→∞

xn+1

= x∞.

即ち, x∞は f の不動点である.


