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§12. コンパクト開位相
位相空間から位相空間への連続写像全体の集合にはコンパクト開位相とよばれる位相を考える
ことができる.

X を集合, MをX の部分集合系とする. Mを含むX の位相全体の中で最も小さいもの, 即ち
Mを含むXのすべての位相の共通部分をMにより生成される位相とよぶ.

(X, OX), (Y, OY )を位相空間とし, Xから Y への連続写像全体の集合をC(X, Y )と書く.

また, AをXの部分集合, Bを Y の部分集合とし, C(X, Y )の部分集合W (A,B)を

W (A,B) = {f ∈ C(X, Y )|f(A) ⊂ B}

により定める.

更に, C(X,Y )の部分集合系Mを

M = {W (A,B)|Aはコンパクトで, Bは開集合 }

により定める.

Mにより生成されるC(X, Y )の位相をコンパクト開位相とよぶ.

定理 (X, OX), (Y, OY )を位相空間, AをXの部分集合, Bを Y の閉集合とすると, コンパクト
開位相に関してW (A,B)はC(X, Y )の閉集合.

証明 de Morganの法則より,

W (A, B)c =

(∩
a∈A

W ({a}, B)

)c

=
∪
a∈A

W ({a}, B)c

=
∪
a∈A

W ({a}, Bc).

ここで, 1点からなる集合 {a}はコンパクト. また, Bは Y の閉集合だから, Bcは Y の開集合.

よって, コンパクト開位相を考えると, W ({a}, Bc)は C(X, Y )の開集合となるから, W (A,B)c

はC(X,Y )の開集合.

従って, W (A,B)はC(X, Y )の閉集合. �

コンパクト開位相を特徴付けるための準備として, 関連事項 11においても触れた直積位相につ
いて, 二つの位相空間の直積の場合に少し詳しく述べておこう.

(X, OX), (Y, OY )を位相空間とし, 直積X × Y の部分集合系Bを

B = {U × V |U ∈ OX , V ∈ OY }

により定める. Bを基底とするX × Y の位相を直積位相とよぶ. 即ち, 関連事項 10においても
述べたように, X × Y の開集合Oは

O =
∪
λ∈Λ

(Uλ × Vλ), Uλ ∈ OX , Vλ ∈ OY

と表される. 直積位相を考えた直積集合を直積空間とよぶ.

pX , pY をX × Y からそれぞれX,Y への射影, 即ち

pX(x, y) = x, pY (x, y) = y ((x, y) ∈ X × Y )
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とし, X × Y の部分集合系Mを

M = {p−1
X (U), p−1

Y (V )|U ∈ OX , V ∈ OY }

により定めると, X × Y の直積位相はMにより生成される位相であることが分かる.

直積空間のコンパクト性に関して次が成り立つ.

定理 (X, OX), (Y, OY )をともにコンパクトな位相空間とすると,直積空間X×Y もコンパクト.

(X, OX), (Y, OY )を位相空間, HをC(X, Y )の部分集合とし, 直積H ×Xから Y への写像Φを

Φ(h, x) = h(x) (h ∈ H, x ∈ X)

により定める.

OH をH の位相とし, H × X の直積位相に関して Φがいつ連続となるかを考えよう. まず, H

に離散位相を入れてしまえば, Φは連続となる.

定理 OH が離散位相ならば, Φは連続.

証明 U を Y の開集合とすると,

Φ−1(U) = {(h, x) ∈ H × X|h(x) ∈ U}

=
∪
h∈H

(
{h} × h−1(U)

)
.

ここで, OH は離散位相だから, {h}はH の開集合. また, U は Y の開集合で, hは連続だから,

h−1(U)はXの開集合.

よって, 直積位相の定義より, Φ−1(U)はH × Xの開集合.

従って, ΦH は連続. �

C(X,Y )のコンパクト開位相を考えたときのHの相対位相をHのコンパクト開位相とよぶ. H

のコンパクト開位相は上のΦが連続となるようなHの位相の中で最も弱い, または小さいもの
であることが分かる. これを示すために次を用意しよう.

定理 (X, OX), (Y, OY )を位相空間, KをX のコンパクトな部分集合, Lを Y のコンパクトな
部分集合, Oを直積空間X × Y の開集合とする. K × LがOの部分集合ならば, Xのある開集
合 U および Y のある開集合 V が存在し,

K ⊂ U, L ⊂ V, U × V ⊂ O.

証明 (x, y) ∈ K × Lとすると, (x, y) ∈ Oだから, Xのある開集合 U(x,y)および Y のある開集
合 V(x,y)が存在し,

(x, y) ∈ U(x,y) × V(x,y) ⊂ O.

このとき,

{x} × L ⊂
∪
y∈L

(U(x,y) × V(x,y)).

{x} × Lはコンパクトとなるから, ある y1, y2, . . . , yn ∈ Lが存在し

{x} × L ⊂
n∪

i=1

(U(x,yi) × V(x,yi)).
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よって,

Ux =
n∩

i=1

U(x,yi), Vx =
n∪

i=1

V(x,yi)

とおくと, UxはXの開集合, Vxは Y の開集合で,

{x} × L ⊂ Ux × Vx ⊂ O.

このとき,

K × L ⊂
∪
x∈K

(Ux × Vx).

K × Lはコンパクトとなるから, ある x1, x2, . . . , xm ∈ Kが存在し

K × L ⊂
m∪

j=1

(Uxj
× Vxj

).

従って,

U =
m∪

j=1

Uxj
, V =

m∩
j=1

Vxj

とおけばよい. �

定理 (X, OX), (Y, OY )を位相空間, HをC(X,Y ) の部分集合, OHをHの位相とする. 上で定
めたΦが連続ならば, OH はHのコンパクト開位相より大きい, 即ちOH はHのコンパクト開
位相を含む.

証明 KをXのコンパクトな部分集合, U を Y の開集合とし,

f0 ∈ H ∩ W (K, U)

とすると,

{f0} × K ⊂ Φ−1(U).

Φは連続だから, Φ−1(U)はH × Xの開集合.

更に, {f0}はHのコンパクトな部分集合で, KはXのコンパクトな部分集合だから, 上の定理
より, Hのある開集合N およびXのある開集合 V が存在し,

{f0} ⊂ N, K ⊂ V, N × V ⊂ Φ−1(U).

f ∈ N とすると,

f(K) = Φ({f} × K)

⊂ Φ(N × V )

⊂ U.

よって,

N ⊂ H ∩ W (K,U)

だから, 相対位相の定義より,

H ∩ W (K, U) ∈ OH .

即ち, OH はHのコンパクト開位相より大きい. �
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関連事項 12. 位相の比較
一つの集合に対し考えることのできる位相は様々である.

まず, 密着位相や離散位相はその中でも両極端な例である. 即ち, 一つの集合に対し考えること
のできる位相の中で, 密着位相は最も小さいものであり, 離散位相は最も大きいものである.

一方, 有限次元のベクトル空間のノルムから定まる位相を考えると, ノルムの選び方は様々で
あっても, 位相は一通りにしか定まらないのであった.

集合Xに対し二つの位相O1,O2があたえられているとする. O1がO2より大きいということ
はXの上の恒等写像 ιを (X, O1)から (X, O2)への写像とみなして連続であるということであ
る. 実際, OをO2に関するXの任意の開集合とすると, O1がO2より大きいならば, Xの部分
集合 ι−1(U) = U はO1に関する開集合となるからである.

また, 位相空間 (X, OX)から位相空間 (Y, OY )への写像は, Xの位相が大きいほど, また Y の位
相が小さいほど連続になりやすい.

集合Xに対し考えることのできる位相全体の集合をTと書くことにする. 位相の大小は部分集
合系に対する包含関係を用いて定められるから, Tは位相の大小関係に関して順序集合となる.

即ち, 次の (1)～(3)が成り立つ.

(1) 任意のO ∈ Tに対しO ⊂ O (反射律).

(2) O1,O2 ∈ Tとする. O1 ⊂ O2かつO2 ⊂ O1ならば, O1 = O2 (反対称律).

(3) O1,O2,O3 ∈ Tとする. O1 ⊂ O2かつO2 ⊂ O3ならば, O1 ⊂ O3 (推移律).

Tは一般に全順序集合ではないが, 最大限と最小元をもつ. 始めに述べたように, 最大元は離散
位相で, 最小元は密着位相である.

実連続関数全体の集合に対しては一様収束位相を考えることができるが, コンパクト開位相も
考えることができる. この二つの位相を比較してみよう.

(X, O)を位相空間とする. まず, 一般に C(X)の一様収束位相はコンパクト開位相より大きい
ことが分かる. しかし, X がコンパクトならば C(X)の一様収束位相とコンパクト開位相は一
致することが分かる.

Xがコンパクトではなくとも上の二種類の位相が一致することはある.

実数を成分とするm × n行列全体の集合をMm,n(R)と書くことにする.

まず, Mm,n(R) × Mm,n(R)で定義された実数値関数 dを

d(A, B) =

√√√√ ∑
1 ≤ i ≤ m
1 ≤ j ≤ n

(aij − bij)2 (A = (aij), B = (bij) ∈ Mm,n(R))

により定める.

これはMm,n(R)を自然にmn次元のEuclid空間とみなしたものに他ならないから, (Mm,n(R), d)

は距離空間となる.

一方, Rnの元を列ベクトルで表しておき, A ∈ Mm,n(R)に対しRnからRmへの線形写像LAを

LA(x) = Ax (x ∈ Rn)

により定めると, LAは連続で, Aは LAと同一視することができる.

よって, Mm,n(R)はC(Rn,Rm)の部分集合とみなすことができるから, Mm,n(R)のコンパクト
開位相を考えることができる.

Rnはコンパクトではないが, Mm,n(R)に対する上の二つの位相は一致することが分かる.


