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アンサンブル教師に対するオンライン学習の解析
Analysis of On-line Learning for Ensemble Teachers
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Abstract: We have analyzed the generalization performance of a student in a model com-
posed of linear perceptrons: a true teacher, ensemble teachers, and the student. Calculating
the generalization error of the student analytically using statistical mechanics in the frame-
work of on-line learning, it has been proven that when the learning rate η < 1, the larger
the number K and the variety of the ensemble teachers are, the smaller the generalization
error is. On the other hand, when the learning rate η > 1, the smaller the number and
the variety of the ensemble teachers are, the smaller the generalization error is. When
the variety of the ensemble teachers is rich enough, the direction cosine between the true
teacher and the student becomes unity in the limit of η → 0 and K → ∞.
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1 まえがき
学習とは観測データを用いてその背後にあるデータの

生成過程を推定することである．教師つき学習において

は観測データは教師の入出力であり，これは例題とも呼

ばれる．学習はバッチ学習とオンライン学習 [1]に大別
できる．バッチ学習においては与えられたいくつかの例

題を繰り返し使用する．この場合，生徒が適切な自由度

を持っていればすべての例題に正しく答えられるように

なるが，それまでに長い時間が必要である．また，多く

の例題を蓄えておくメモリが必要である．これに対して

オンライン学習では一度使った例題は捨ててしまう．こ

の場合，過去に使った例題に対して生徒が必ず正しく答
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えられるとは限らないが，多くの例題を蓄えておくため

のメモリが不要であり，また時間的に変化する教師にも

追随できるなどの利点がある．

これまでに我々はオンライン学習の枠組みで，特にア

ンサンブル学習 [2, 3, 4, 5, 6] の汎化能力について統計
力学的手法を用いた解析を行ってきた [7, 8, 9, 10]．ま
た最近同様の手法を用いて，教師が真の教師と一定の方

向余弦を保ったまま真の教師のまわりを動き続ける場合

の生徒の汎化能力についても解析を行った [11]．その結
果，生徒が動く教師の入出力だけを例題として使用する

にもかかわらず，動く教師の汎化誤差よりも生徒の汎化

誤差の方が小さくなりうることが明らかになった．現実

の人間社会においても，生徒が入出力を観測できる教師

は必ずしも正しい解答を示すとは限らず，また，教師自

身も学習しており，変わり続ける存在である場合が多い

ことから，この解析は統計的学習理論と現実社会のアナ

ロジーを考える上で興味深いものである．

さて，現実の人間社会においては，生徒が複数の教師

の入出力を観測することができ [12]，また，その教師た
ちが少しずつ違っているという場合も多いことから，本

論文では，このようなモデルの解析を行い，不完全な複

数の教師たちの使い方について議論する．すなわち，ま

ず真の教師というものを考え，K個の教師（アンサンブ

ル教師と呼ぶことにする）がそのまわりに存在するもの



とする．生徒はアンサンブル教師の入出力を順番に例題

として用いる．特に本論文では，真の教師，アンサンブ

ル教師，生徒のいずれもが雑音の重畳された線形なパー

セプトロン [7]である場合を考え，オンライン学習の枠
組みで統計力学的手法を用いることにより巨視的変数や

汎化誤差を解析的に求める．その結果，生徒の学習係数

ηが 1より小さい場合には教師数Kが多いほど，また，

教師の多様性が豊かであるほど生徒の汎化誤差が小さく

なるが，ηが 1より大きい場合には逆であることが明ら
かになる．また，教師の多様性が十分に豊かであるとき

には，η → 0, K → ∞の極限で真の教師と生徒の方向
余弦が 1になることが明らかになる．

2 モデル
本論文では 1個の真の教師，K 個のアンサンブル教

師，1 個の生徒を考える．それらはすべて線形パーセ
プトロンであるとし，それぞれの結合荷重を A，Bk，

J とする．ただし k = 1, . . . , K である．なお，本論

文では簡単のため真の教師の結合荷重，アンサンブル

教師の結合荷重，生徒の結合荷重のことをそれぞれ単

に真の教師，アンサンブル教師，生徒と呼ぶことにす

る．真の教師 A = (A1, . . . , AN )，アンサンブル教師
Bk = (Bk1, . . . , BkN )，生徒 J = (J1, . . . , JN )および
入力 x = (x1, . . . , xN )は N 次元ベクトルであり，Aの

各要素 Aiは平均 0，分散 1のガウス分布にしたがい独
立に生成され，不変であるとする．Bk の N 個の要素

Bki のうちいくつかは Aの要素 Aiに–1を乗じた値に
等しく，それ以外は Aiに等しい．いま，どの要素 Bki

が −Ai に等しいかが Ai の値に無関係であるとすると

Bki も Ai 同様に平均 0，分散 1のガウス分布にしたが
う．また，Bkiは Ai同様に不変であるとする．BkとA

の方向余弦は RBk，Bkと Bk′ の方向余弦は qkk′ であ

るとする．J の初期値 J0 の各要素 J0
i は平均 0，分散 1

のガウス分布にしたがい独立に生成されるものとし，J

とAの方向余弦は RJ，JとBkの方向余弦は RBkJ で

あるとする．また，xの各要素 xiは平均 0，分散 1/N

のガウス分布にしたがい独立に生成されるものとする．

以上より，

〈Ai〉 = 0,
〈
(Ai)

2
〉

= 1, (1)

〈Bki〉 = 0,
〈
(Bki)

2
〉

= 1, (2)〈
J0

i

〉
= 0,

〈(
J0

i

)2〉
= 1, (3)

〈xi〉 = 0,
〈
(xi)

2
〉

=
1
N

, (4)

RBk =
A · Bk

‖A‖‖Bk‖ , qkk′ =
Bk · Bk′

‖Bk‖‖Bk′‖ , (5)

RJ =
A · J

‖A‖‖J‖ , RBkJ =
Bk · J

‖Bk‖‖J‖ . (6)

ここで，〈·〉は平均を表す．真の教師A，アンサンブル教

師Bk，生徒 J および方向余弦 qkk′ , RBk, RJ , RBkJ の

関係を図 1に示す．

図 1: 真の教師 A，アンサンブル教師 Bk，生徒 J．

qkk′ , RJ , RBk, RBkJ は方向余弦である．

本論文では，N → ∞の熱力学的極限を考えることに
する．このとき，

‖A‖ =
√

N, ‖Bk‖ =
√

N, ‖J0‖ =
√

N, ‖x‖ = 1.

(7)
となる．生徒の大きさ ‖J‖ は一般には時間の経過とと
もに変化するが，初期値

√
N に対する比を lmとし，生

徒の長さと呼ぶことにする．すなわち，‖Jm‖ = lm
√

N

である．mは時間ステップである．

真の教師の出力は ym + nm
A，アンサンブル教師の出

力は vm
k + nm

Bk，生徒の出力は umlm + nm
J である．こ

こで，

ym = A · xm, (8)

vm
k = Bk · xm, (9)

umlm = Jm · xm, (10)

nm
A ∼ N (

0, σ2
A

)
, (11)

nm
Bk ∼ N (

0, σ2
Bk

)
, (12)

nm
J ∼ N (

0, σ2
J

)
. (13)

である．N (
0, σ2

)
は平均 0，分散 σ2のガウス分布を表

す．つまり，真の教師の出力，アンサンブル教師の出力，

生徒の出力にはそれぞれ分散 σ2
A, σ2

Bk, σ2
J の互いに独立

なガウス雑音が重畳されている．またこのとき，y，vk，

uは平均 0，分散 1のガウス分布にしたがう確率変数と
なる．



いま，真の教師Aとアンサンブル教師Bkの誤差 εBk

を両者の出力の二乗誤差で定義する．すなわち，

εm
Bk ≡ 1

2
(ym + nm

A − vm
k − nm

Bk)2 . (14)

同様に，アンサンブル教師Bkと生徒 J の誤差 εBkJ

を両者の出力の二乗誤差で定義する．すなわち，

εm
BkJ ≡ 1

2
(vm

k + nm
Bk − umlm − nm

J )2 . (15)

生徒 Jは入力 xとそれに対するK個のアンサンブル

教師Bkの出力を順番に用いて勾配法により学習を行う

ものとする．すなわち，

Jm+1 = Jm − η
∂εm

BkJ

∂Jm (16)

=Jm + η (vm
k + nm

Bk − umlm − nm
J )xm,(17)

k = mod (m,K) + 1. (18)

ここで，ηは生徒の学習係数であり定数とする．また，

mod (m,K)は mを Kで割った余りを表す．

学習則を一般化すると以下のように表せる．

Jm+1 = Jm + fkxm (19)

= Jm + f (vm
k + nm

Bk, umlm + nm
J )xm,(20)

k = mod (m,K) + 1. (21)

ここで，f は更新量を表す関数であり学習則によって決

定される．

また，真の教師 Aと生徒 J の誤差 εJ も両者の出力

の二乗誤差で定義しておく．すなわち，

εm
J ≡ 1

2
(ym + nm

A − umlm − nm
J )2 . (22)

3 理論

3.1 汎化誤差

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差を理論的に

求めることである．汎化誤差は未知の入力に関する真の

教師との誤差の平均であるから，個々のアンサンブル教

師Bkの汎化誤差 εBkg，生徒 J の汎化誤差 εJg はそれ

ぞれ以下のように計算される．なお，以後は時間ステッ

プを表す添字mは特に必要な場合を除いて省略する．

εBkg =
∫

dxdnAdnBkP (x, nA, nBk) εBk (23)

=
∫

dydvkdnAdnBkP (y, vk, nA, nBk)

×1
2

(y + nA − vk − nBk)2 (24)

=
1
2
(−2RBk + 2 + σ2

A + σ2
Bk

)
, (25)

εJg =
∫

dxdnAdnJP (x, nA, nJ) εJ (26)

=
∫

dydudnAdnJP (y, u, nA, nJ)

×1
2

(y + nA − ul − nJ )2 (27)

=
1
2

(
−2RJ l + (l)2 + 1 + σ2

A + σ2
J

)
. (28)

ここで積分の実行には，y, vk, uが平均 0，分散 1の
ガウス分布に従うこと，yと vkの共分散が RBk，vkと

uの共分散が RBkJ，yと uの共分散が RJ であること，

および，nA，nBk，nJ はいずれも他の確率変数とは独

立であることを利用した．

3.2 巨視的変数の微分方程式とその解

解析を容易にするため，以下の補助的な巨視的変数を

導入する．

rJ ≡ RJ l, (29)

rBkJ ≡ RBkJ l. (30)

今回，巨視的変数のダイナミクスを記述する連立微分

方程式 [13, 14]を熱力学的極限における自己平均性に基
づき以下のような決定論的な形で導出した [8]．ここで
次元N はアンサンブル教師の数Kよりも十分大きいも

のとし，また，時間ステップ mを次元N で正規化した

値を時間 tとしている．

drBkJ

dt
=

1
K

K∑
k′=1

〈fk′vk〉, (31)

drJ

dt
=

1
K

K∑
k=1

〈fky〉, (32)

dl

dt
=

1
K

K∑
k=1

(
〈fku〉 +

1
2l
〈f2

k 〉
)

. (33)

本論文では線形なパーセプトロンを考えているので，

これらの連立微分方程式に現れるサンプル平均は以下の

ように容易に計算することができる．

〈fku〉 = η
(rBkJ

l
− l
)

, (34)

〈f2
k 〉 = η2

(
(l)2 − 2rBkJ + 1 + σ2

Bk + σ2
J

)
, (35)

〈fky〉 = η (RBk − rJ ) , (36)

1
K

K∑
k′=1

〈fk′vk〉 = η

(
−rBkJ +

1
K

K∑
k′=1

qkk′

)
.(37)

本論文では真の教師 A，生徒 J の初期値 J0 の各要

素は平均 0，分散 1のガウス分布にしたがい独立に生成



され，また，N → ∞の熱力学的極限を考えているので，
初期状態においてこれらは直交しており，

R0
J = 0 (38)

である．また，

l0 = 1 (39)

である．式 (34)–(39)を用いて連立微分方程式 (31)–(33)
は以下のように解析的に解ける．

rBkJ =
1
K

K∑
k′=1

qkk′
(
1 − e−ηt

)
, (40)

rJ =
1
K

K∑
k=1

RBk

(
1 − e−ηt

)
, (41)

(l)2 =
1

2 − η

[
2 (1 − η) q̄ + η

(
1 + σ̄2

B + σ2
J

)]

+
[
1 +

1
2 − η

(
η
(
1 + σ̄2

B + σ2
J

)
− 2q̄

)]
× eη(η−2)t − 2q̄e−ηt, (42)

ここで，

q̄ =
1

K2

K∑
k=1

K∑
k′=1

qkk′ , (43)

σ̄2
B =

1
K

K∑
k=1

σ2
Bk, (44)

である．

4 結果と議論
以下ではアンサンブル教師と真の教師の方向余弦，ア

ンサンブル教師間の方向余弦，および，それらに重畳さ

れる雑音の分散が一様である場合について計算を行う．

すなわち，

RBk = RB, k = 1, . . . , K, (45)

qkk′ =

{
q, k 	= k′,
1, k = k′,

(46)

σ2
Bk = σ2

B , (47)

であるとする．この場合，式 (43)，(44) は，

q̄ = q +
1 − q

K
, (48)

σ̄2
B = σ2

B , (49)

となる．

式 (28)，(29)，(40)–(49)を用いて理論的に計算され
る汎化誤差 εJgのダイナミクスを計算機シミュレーショ

ンの結果と重ねて図 2に示す．計算機シミュレーション
は N = 2000で実行し，汎化誤差は各時点で 104個のラ

ンダム入力に対する誤差の平均を計算することにより計

算した．アンサンブル教師の汎化誤差 εBgも重ねて描い

た．また，このときの RJ と lのダイナミクスを図 3に
示す．
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J = 0.2である．

これらの図において曲線は理論計算の結果を，+,×, ∗, �,

■などの印は計算機シミュレーションの結果を表す．ま

た，q以外の条件は共通で η = 0.3, K = 3, RB = 0.7, σ2
A =

0.0, σ2
B = 0.1, σ2

J = 0.2 である．これらを見ると以下の
ことがわかる．図 2より，qが小さいほど，すなわち，

アンサンブル教師の多様性が大きいほど生徒の汎化誤差

εJgは小さい．特に q = 0.6と q = 0.49の場合には t = 5
付近で生徒の汎化誤差がアンサンブル教師の汎化誤差よ

りも小さくなっている．すなわち，このモデルの生徒は

アンサンブル教師の入出力だけを例題として学習に用い

るにもかかわらず，アンサンブル教師よりも賢くなりう

る．また，図 3より，アンサンブル教師の多様性が大き
いほど真の教師と生徒の方向余弦RJ は大きく，生徒の

長さ lは小さいことがわかる．なお，図 2，図 3におい
て qの最小値 (0.49)を RB(0.7)の 2乗としている理由
については後述する．

図 2，図 3 を見ると，生徒の汎化誤差 εJg や RJ , lは

t = 20でほぼ定常値に達しているように見えるが，今回
巨視的変数が解析的に得られているのでこれらの t → ∞
におけるふるまいについては理論的な洞察が可能である．

すなわち，式 (40)–(42) の指数関数のべきの符号に着目
することにより 0 < η < 2でなければ生徒の汎化誤差
εJg や長さ lは発散することがわかる．0 < η < 2の場
合については，式 (40)–(42)において t → ∞ とするこ
とにより汎化誤差 εJgや RJ , lの定常値は以下のように
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容易に得られる．

rBkJ → q +
1 − q

K
, (50)

rJ → RB, (51)

l2 → 1
2 − η

×
(

2 (1 − η)
(

q +
1 − q

K

)

+η
(
1 + σ2

B + σ2
J

))
. (52)

式 (50)–(52)より以下のことがわかる．η = 1の場合
には長さ lの定常値は教師数Kや教師間の類似度 qに依

存しない．よってこの場合，汎化誤差 εJgや方向余弦RJ

の定常値はKや qに依存しない．0 < η < 1の場合には
qが小さいほど，また，Kが大きいほど lと εJgの定常

値は小さくなり，RJ の定常値は大きくなる．1 < η < 2
の場合には逆に qが小さいほど，また，Kが大きいほ

ど lと εJg の定常値は大きくなり，RJ の定常値は小さ

くなる．

すなわち，η < 1の場合には教師の数が多いほど，ま
た，教師の多様性が豊かであるほど生徒は賢くなれるの

に対し，η > 1の場合には逆に生徒が賢くなるためには
教師の数は少ない方が良く，また，教師の多様性は乏し

い方が良い．

式 (52)より η → 0, K → ∞の極限で l → √
qとなる

のでこのとき式 (29)，(51)より RJ → RB/
√

qとなる

ことがわかる．ところで一般に次元が大きいあるベクト

ルXがあって，Xとの方向余弦が R0であるような二

個のベクトル Y と Z を独立に生成したとき，Y と Z

の方向余弦は q0 = R2
0である．このことから，真の教師

との方向余弦が RB一定という拘束条件のもとでアンサ

ンブル教師たちが独立に生成されたほど十分な多様性を

持っているとき，学習係数 ηが小さく，かつ，教師数K
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図 7: q = 0.49の場合の RJ の定常値. 理論と計算機シ
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が多い極限で，またそのときに限り，生徒と真の教師の

方向余弦 RJ は雑音の分散によらず 1になる．
生徒の学習係数 ηと汎化誤差 εJg，方向余弦RJ の定

常値の関係の計算例を図 4～図 7に示す．これらのうち，
図 4，5は K = 3固定で qを変えた場合であり，図 6，
7は q = 0.49固定で Kを変えた場合である．K, q以外

の条件は図 2，図 3 と同様 RB = 0.7, σ2
A = 0.0, σ2

B =
0.1, σ2

J = 0.2である．また，計算機シミュレーションは
η = 0.3, 0.6, 1.0, 1.4, 1.7で実行し，いずれの場合におい
ても十分定常に達していると判断される t = 20の値を
プロットしている．

これらの図から以下のことがわかる．学習係数 ηが小

さいほど汎化誤差 εJgは小さく，方向余弦RJは大きい．

また，η = 2で εJgが発散し，RJ がゼロになる相転移

現象が起こることが確認される．η < 1の場合には，ア
ンサンブル教師の数Kが多いほど，また，アンサンブ

ル教師の類似度 qが小さいほど（アンサンブル教師の多

様性が豊かであるほど）汎化誤差 εJgは小さくなり，方

向余弦 RJ は大きくなる．これに対し，η > 1の場合に
は逆になっている．

5 むすび
真の教師，そのまわりに存在する複数のアンサンブル

教師，生徒のいずれもが雑音の重畳された線形なパーセ

プトロンである場合を考え，オンライン学習の枠組みで

統計力学的手法を用いることにより汎化誤差を解析的に

求めた結果，生徒の学習係数 ηが 1より小さい場合には
教師数Kが多いほど，また，教師の多様性が豊かであ

るほど生徒の汎化誤差が小さくなるが，ηが 1より大き
い場合には逆であることが明らかになった．また，教師

の多様性が十分に豊かであるときには，η → 0, K → ∞
の極限で真の教師と生徒の方向余弦が 1になることが明

らかになった．
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