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Abstract: A major merit of ensemble learning is to realize the input–output relations
by combining students that cannot be represented by one student. Therefore, ensemble
learning in which a teacher is not in the model space of one student is very attractive. In
this paper ensemble learning, in which a teacher and students are a committee machine and
simple perceptrons respectively, is discussed based on online learning theory and statistical
mechanics. Hebbian learning gathers all students to the center of teacher units. Perceptron
learning keeps a variety of students and the effect of ensemble does not disappear. AdaTron
learning shows a kind of over-learning.
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1 まえがき
精度の低いルールや学習機械（以後は生徒と呼ぶ）を

複数組み合わせることにより精度の高い予測や分類を行

おうとすることは一般にアンサンブル学習と呼ばれ，近

年注目されている [1, 2, 3]．アンサンブル学習の汎化能
力を統計力学的手法によって理論的に解析する研究もさ

かんに行われている [4, 5, 6, 7, 8]．
著者らは [7, 8]において教師が単純パーセプトロンで

生徒が K 個の単純パーセプトロンであるようなアンサ

ンブル学習を，オンライン学習の枠組みで議論した．す

なわち，まず K 個の生徒が多数決で統合出力を決定す
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る場合の汎化誤差が教師と生徒の類似度と生徒間の類似

度という二つの巨視的変数で計算できることを示した．

次に，一般の学習則について，これらの巨視的変数のダ

イナミクスを記述する微分方程式を導出した．さらに，

よく知られているヘブ学習，パーセプトロン学習，アダ

トロン学習の三つの学習則 [9, 10, 11] について，この
微分方程式を具体的に導出し，それらを解いた結果を用

いて汎化誤差を数値的に求めた．その結果，こらら三つ

の学習則が「生徒の多様性維持」というアンサンブル学

習との相性という点でそれぞれ異なった性質を有してお

り，アダトロン学習が，アンサンブル学習との相性とい

う点で最も優れているという興味深い事実が明らかに

なった．

一方，Inoue, Nishimori, Kabashimaは教師が一個の
非単調パーセプトロンであり生徒が一個の単純パーセ

プトロンである場合について解析した [12, 13]．彼らが
扱ったモデルは，教師が生徒のモデル空間内にない場合

ということができる．

アンサンブル学習の大きな特徴として，多数決などで

生徒を組み合わせることにより，単一の生徒では表現で

きない入出力関係を実現できることがあげられる [3]．そ
の意味で，教師が生徒一個のモデル空間内にないような

場合のアンサンブル学習の解析は非常に興味深い．そこ

で本論文では，教師がコミティマシンであり，生徒が単

純パーセプトロンの集団であるようなアンサンブル学習

についてオンライン学習の枠組みで議論する．その結果，
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図 1: モデル

ヘブ学習では生徒が教師コミティマシン中間層ユニット

の中央に集まること，パーセプトロン学習では生徒の多

様性が消滅せず，そのためにアンサンブルの効果が残る

こと，アダトロン学習では一種の過学習が起こることな

ど，学習則毎の顕著な特徴が明らかになる．

2 モデル
図 1に本論文で扱うモデルを示す．対象とする生徒は，

符号関数を出力関数とするパーセプトロンである．K個

の生徒からなるアンサンブルを考え，各生徒の結合荷

重を J1, J2, · · · , JK とする．Jk = (Jk1, · · · , JkN ), k =
1, 2, · · · , Kと入力 x = (x1, · · · , xN )は N 次元ベクトル

であり，xの各要素 xiは平均 0，分散 1/N のガウス分

布に従う独立な確率変数であるとする．また，Jkの初

期値 J0
k の各要素 J0

kiは平均 0，分散 1のガウス分布に
したがい独立に生成されるものとする．すなわち，

〈xi〉 = 0,
〈
(xi)2

〉
=

1
N

,
〈
J0

ki

〉
= 0,

〈
(J0

ki)
2
〉

= 1. (1)

ここで，〈·〉は平均を表す．各生徒の出力は sgn(u1l1),
sgn(u2l2), · · ·, sgn(uK lK) である．ここで，

sgn(ul) =

{
+1, ul ≥ 0,

−1, ul < 0,
(2)

uklk = JT
k x, (3)

である．T は転置を表す．lk は生徒 Jk の長さであり，

これは本論文で扱う巨視的変数のひとつであるが詳しく

は後で述べる．また，ukを各生徒の規格化内部状態と

呼ぶことにする．

教師機械は中間層ユニット数M のコミティマシンで

あるとする．各中間層ユニットは符号関数を出力関数と

するパーセプトロンである．入力層から各中間層への結

合荷重Bmは N 次元ベクトルであり，その各要素 Bmi

は平均 0，分散 1のガウス分布にしたがい独立に生成さ
れ，不変であるとする．すなわち，

〈Bmi〉 = 0,
〈
(Bmi)2

〉
= 1. (4)

教師出力ユニットは中間層ユニット出力の単純多数決を

とる．すなわち教師の出力は

d = sgn

(
M∑

m=1

sgn(vm)

)
, (5)

vm = BT
mx. (6)

vmを教師中間層の内部状態と呼ぶことにする．なお，簡

単のため以後は生徒の結合荷重，教師中間層の結合荷重

のことをそれぞれ単に生徒，教師中間層と呼ぶことにす

る．また，教師出力ユニットのことを単に教師と呼ぶこ

とにする．

本論文では，N → ∞の熱力学的極限を考えることに
する．このとき，

|x| = 1, |Bm| =
√

N, |J0
k| =

√
N, (7)

となる．生徒の大きさ |Jk| は一般には時間の経過とと
もに変化するが，

√
N に対する比を lkとし，これを生

徒 Jkの長さと呼ぶことにする．すなわち，

|Jk| = lk
√

N (8)

である．lkは本論文で扱う巨視的変数のひとつである．

教師と個々の生徒には共通の入力 x が同じ順序で与

えられる．個々の生徒は入力 xに対する教師の出力と自

分の出力を比べ，教師と同じ出力を出す確率が上がるよ

うに，必要に応じて自分の結合荷重を修正していく．こ

の手続きを学習と呼ぶ．修正の方法は学習則と呼ばれ，



ヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロン学習がよく

知られている [9, 10, 11, 12, 13]．自分自身に関する情報
以外に生徒が修正のために使える情報は，入力 xとそ

れに対する教師の出力 dだけであるから，学習は一般に

以下のように表せる．

Jn+1
k = Jn

k + f(dn, un
k )xn. (9)

ここで，nは時刻ステップを表す．

3 理論

3.1 汎化誤差

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差 εg を理論

的に求めることである．本論文では，K 個の単純パー

セプトロンが多数決でアンサンブルとしての出力を決定

するものとする．すなわち，K個の生徒のうち+1を出
力している生徒の方が −1を出力している生徒より多い
場合にはアンサンブルの出力は +1とし，逆の場合には
−1とする．このとき，誤差 εとして，

ε = Θ

(
−d

K∑
k=1

sgn
(
JT

k x
))

(10)

を用いることにする．ここで，Θ(·)は以下のようなス
テップ関数である．

Θ(z) =

{
+1, z ≥ 0,

0, z < 0.
(11)

この場合，教師の出力と生徒アンサンブルの出力が同

じであれば ε = 0となり，そうでなければ ε = 1とな
る．汎化誤差 εgは式 (10)を入力 x の確率分布 p(x)で
平均したものと定義する．すなわち，汎化誤差 εgは新

たな入力 x に対するアンサンブルの出力が教師の出力

と異なる確率と言うこともできる．誤差 εは，教師中間

層の内部状態 vと生徒の規格化内部状態 uk を用いて，

ε = ε({vm}, {uk}) と書くことができるので，汎化誤差
εg も vm，ukの確率分布 p({vm}, {uk})を用いて，

εg =
∫ M∏

m=1

dvm

K∏
k=1

dukp({vm}, {uk})ε({vm}, {uk})
(12)

と書ける．vmと ukは入力 xとそれとは無関係な結合

荷重 Bm，Jk で書けるので p({vm}, {uk})は平均 0の
多重ガウス分布である．ここで，vm と uk は平均 0分
散 1のガウス分布にしたがうので，p({vm}, {uk})の共
分散行列 Σの対角要素は 1である．次に，この行列の
非対角要素を求めるために，結合荷重間の方向余弦を議

論する．まず，教師中間層Bmと生徒 Jk の方向余弦と

して Rmkを定義する．すなわち，

Rmk ≡ BT
mJk

|Bm||Jk| =
1

lkN

N∑
i=1

BmiJki. (13)

教師中間層Bmと生徒Jkに相関がなければ Rmk = 0
であり，両者の方向が同じであれば Rmk = 1であるか
ら，以後は Rmkのことを教師中間層と生徒の類似度と

呼ぶことにする．Rmk は本研究で扱う二番目の巨視的

変数である．

また，生徒 Jkと生徒 Jk′ の方向余弦として qkk′を定

義する．すなわち，

qkk′ ≡ JT
k Jk′

|Jk||Jk′ | =
1

lklk′N

N∑
i=1

JkiJk′i, (14)

ここで，k �= k′である．
生徒Jkと生徒Jk′に相関がなければ qkk′ = 0であり，

両者の方向が同じであれば qkk′ = 1であるから，以後
は qkk′ のことを生徒間の類似度と呼ぶことにする．qkk′

は本研究で扱う三番目の巨視的変数である．

教師中間層Bm の内部状態 vmと生徒 Jkの規格化内

部状態 ukの共分散は以下に示すように教師中間層Bm

と生徒 Jkの類似度 Rmkに等しい．

〈vmuk〉 =

〈
1
lk

N∑
i=1

Bmixi

N∑
j=1

Jkjxj

〉
(15)

=
1
lk

N∑
i=1

〈BmiJki〉
〈
(xi)2

〉
(16)

= Rmk (17)

また，生徒 Jkの規格化内部状態 ukと生徒 Jk′ の規格

化内部状態 uk′の共分散は以下に示すように生徒間の類

似度 qkk′ に等しい．

〈ukuk′〉 =

〈
1

lklk′

N∑
i=1

Jkixi

N∑
j=1

Jk′jxj

〉
(18)

=
1

lklk′

N∑
i=1

〈JkiJk′i〉
〈
(xi)2

〉
(19)

= qkk′ (20)

よって，式 (10)，(12)より汎化誤差 εgは Rmkと qkk′を

用いて以下のように書ける．ここで IはM ×Mの単位

行列である．

p({vm}, {uk}) =
1

(2π)
M+K

2 |Σ| 12

×exp
(
− ({vm}, {uk})Σ−1({vm}, {uk})T

2

)
, (21)



Σ =

(
I ΣB

ΣT
B ΣD

)
, (22)

ΣB =

⎛
⎜⎜⎝

R1,1 . . . R1,K

...
. . .

...
RM,1 . . . RM,K

⎞
⎟⎟⎠ , (23)

ΣD =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 q1,2 . . . q1,K

q2,1 1
. . .

...
...

. . . . . . qK−1,K

qK,1 . . . qK,K−1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (24)

3.2 巨視的変数の微分方程式

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差 εg を理論

的に求めることである．また，式 (12)，(21) より，汎
化誤差 εgは Rmkと qkk′ がすべてわかれば計算できる．

本論文では，入力，教師中間層，生徒の大きさを式 (7)
のように設定しているので，N が大きい極限では入力

の影響は入力に関する平均（サンプル平均）で置き換え

ることができる．この考え方を統計物理の分野では自己

平均性と呼ぶ．自己平均性に基づく一般の学習則の lk，

Rmk，qkk′に関する微分方程式は先行研究において以下

のように導出されている [7, 8, 9]．ここで tは時刻ステッ

プ nを次元 N で正規化した時刻 t = n/N である．

dlk
dt

= 〈fkuk〉 +

〈
f2

k

〉
2lk

, (25)

dRmk

dt
=

〈fkvm〉 − 〈fkuk〉Rmk

lk

− Rmk

2l2k

〈
f2

k

〉
, (26)

dqkk′

dt
=

〈fk′uk〉 − qkk′ 〈fk′uk′〉
lk′

+
〈fkuk′〉 − qkk′ 〈fkuk〉

lk

+
〈fkfk′〉
lklk′

− qkk′

2

(〈
f2

k

〉
l2k

+

〈
f2

k′
〉

l2k′

)
.(27)

ここで，〈·〉はサンプル平均を表す．すなわち，

〈fkuk〉 =
∫ M∏

i=1

dvidukp1f (d, uk)uk, (28)

〈fkvm〉 =
∫ M∏

i=1

dvidukp1f (d, uk) vm, (29)

〈
f2

k

〉
=

∫ M∏
i=1

dvidukp1 (f (d, uk))2 , (30)

〈fkuk′〉 =
∫ M∏

i=1

dvidukduk′p2f (d, uk)uk′ , (31)

〈fk′uk〉 =
∫ M∏

i=1

dvidukduk′p2f (d, uk′)uk, (32)

〈fkfk′〉 =
∫ M∏

i=1

dvidukduk′p2f (d, uk) f (d, uk′)

(33)

である．ここで，d = sgn
(∑M

j=1 sgn(vj)
)
である．また

p1 = p1({vm}, uk)，p2 = p2({vm}, uk, uk′)は式 (21)–
(24)においてそれぞれ K = 1，K = 2とした多重ガウ
ス関数である．

4 結果
本論文では生徒 Jkの初期値 J0

k，教師中間層Bm の

各要素は平均 0，分散 1のガウス分布にしたがい独立に
生成され，また，N → ∞の熱力学的極限を考えている
ので，初期状態においてこれらはすべて直交しており，

R0
mk = 0, q0

kk′ = 0 (34)

である．式 (34)と生徒の対称性より，式 (27)において，

〈fkuk′〉 = 〈fk′uk〉 , 〈fkfk′〉 = 〈fk′fk〉 (35)

が成り立つ．また，式 (34)と生徒の対称性より，式 (25)–
(27)の巨視的変数 lk, Rmk, qkk′ から添え字m, k, k′を落
としてそれぞれを l, R, qと書くことにする．

ヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロン学習はそ

れぞれ以下の式で更新を行う学習則である．

f(d, u) = d, (36)

f(d, u) = Θ (−ud) d, (37)

f(d, u) = −uΘ (−ud) . (38)

それぞれの学習則について式 (25)–(27)を数値的に解
いてR,qのダイナミクスを求めた．その際，式 (25)–(27)
中の各サンプル平均は p1({vm}, uk)，p2({vm}, uk, uk′)
を求める際の Σ−1の逆行列計算を不要にするために積

分変数を直交化したうえで式 (28)–(33)の数値積分をメ
トロポリス法により実行することにより求めた．その際，

モンテカルロステップ数は 106 とした．

得られた R, qを使って式 (12)の数値積分を実行する
ことにより汎化誤差 εgのダイナミクスを求めた．数値積

分は式 (21)の逆行列計算を不要にするために積分変数
を直交化したうえでメトロポリス法を用いて実行した．

その際モンテカルロステップ数は 107とした．結果を図

2，4，6に示す．また，計算機シミュレーションの結果
を図 3，5，7に示す．計算機シミュレーションにおいて
は N = 1000とし，各時点で 105個のランダム入力によ

りテストを行うことにより汎化誤差を計算した．
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図 2: ヘブ学習の εg（理論）
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図 3: ヘブ学習の εg（計算機シミュレーション）
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図 4: パーセプトロン学習の εg（理論）
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図 5: パーセプトロン学習の εg（計算機シミュレーション）

5 議論
図 2–7より，いずれの学習則においてもダイナミクス

のある期間においてはKが大きいほど εgが小さいこと

がわかる．すなわち，教師機械がコミティマシンの場合

でもアンサンブル学習の効果がある．
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図 6: アダトロン学習の εg（理論）

図 8–10は Rと qのダイナミクスを示す．図 8よりヘ
ブ学習では qが急速に立ち上がり，t ≈ 20でほぼ 1 に
なっている．すなわち，ヘブ学習では t ≈ 20で生徒の多
様性は消滅し，すべての生徒が同一になる．生徒が同一

になってしまえば多数決をとる意味はないので，このこ

とに対応して，図 2においても t ≈ 20で生徒の数Kに

よる汎化誤差の違いは消滅している．すなわち，ヘブ学

習においてはアンサンブルの効果は学習の初期において

のみ存在し，その後は消滅する．また，図 8よりヘブ学
習における Rの定常値はM = 3のとき 0.577，M = 9
のとき 0.333であるが，これは直交するM 個の教師中

間層ユニットの中央（平均）にすべての生徒が漸近する

ことを示している．図 11に M = 3の場合の定常状態
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図 7: アダトロン学習の εg（計算機シミュレーション）

における教師中間層ユニット結合荷重 B1, B2, B3 と

生徒 Jk の関係を示す．

パーセプトロン学習の場合にはヘブ学習とは異なるふ

るまいが見られる．すなわち，図 9よりパーセプトロン
学習の場合も t ≈ 20で Rと qは定常状態に達するが，

そのときの qの値は 1よりも小さい．つまり，パーセプ
トロン学習においては生徒の多様性が消滅せずに残る．

このことに対応して，図 4において汎化誤差の定常値
（残留汎化誤差）が生徒数Kに依存しており，その値は

Kが大きいほど小さい．つまり，パーセプトロン学習で

はアンサンブルの効果が消滅せずに残る．なお，図 9は
t = 50までの計算であるが，式 (25)–(27)の（左辺）= 0
とおいた定常解析をM = 3のパーセプトロン学習につ
いて数値的に行ったところ，l = 1.15, R = 0.50, q = 0.94
が平衡点であることが確認できた．
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図 8: ヘブ学習の Rと q（理論）

アダトロン学習の場合にはまた異なった特徴が見られ

る．すなわち，図 6よりアダトロン学習では t = 5 ∼ 10
で汎化誤差がいったん最小値をとり，その後少し増大し

て定常値に漸近することがわかる．このことは，アダト
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図 9: パーセプトロン学習の Rと q（理論）
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図 10: アダトロン学習の Rと q（理論）
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図 11: ヘブ学習の定常状態における教師と生徒．M = 3．
cos θ = 0.577．



ロン学習の場合には学習パターン数に最適値が存在し，

それ以上の数のパターンを用いると生徒集団の性能が下

がってしまうことを意味している．つまり，アダトロン

学習では一種の過学習が起こる．これはヘブ学習やパー

セプトロン学習では見られない現象であり興味深い．な

お，汎化誤差が最小値をとる時刻は Kが大きいほど早

い．本論文で扱っているモデルでは教師が生徒単体のモ

デル空間内にないが，汎化誤差が最小になるときに生徒

アンサンブルの学習モデルが教師モデルにもっとも近く

なっていると言える．また，図 10をよく見るとアダト
ロン学習では Rに関してもM = 3のとき t = 9.9で，
M = 9のとき t = 8.6でいったん最大値をとり，その後
少し減少して定常値に漸近することがわかる．このこと

に対応して図 6においては生徒数Kが 1の場合でも εg

がいったん最小値をとる現象が見られる．すなわち，ア

ダトロン学習の過学習は生徒が一個の場合でも起こって

いる．さらに，学習の初期においては生徒の多様性が維

持されているためアンサンブルによって汎化誤差が大き

く改善されるので生徒数が多いほど過学習のようすが顕

著になる．

図 12は各学習則の残留汎化誤差を示す．残留汎化誤
差はヘブ学習で最も小さく，アダトロン学習で最も大き

いことがわかる．
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図 12: 残留汎化誤差（理論）

Rと qが定常状態に達した後の生徒のふるまいを調べ

るために t = 100における生徒とその後のその生徒の類
似度を N = 1000の計算機シミュレーションで調べた．
結果を図 13–15に示す．
図 13より，ヘブ学習の場合には t = 100の生徒とそ

の後のその生徒の類似度が 1であることがわかる．つま
り，その生徒は停止している．このことと，図 8におい
て qの定常値が 1であること，つまりすべての生徒が同
一になること，および，Rの定常値が直交するM 個の

教師中間層の中央（平均）に対応する値であることを考
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図 13: t = 100における生徒とその後の生徒の類似度
（ヘブ学習，計算機シミュレーション）
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図 14: t = 100における生徒とその後の生徒の類似度
（パーセプトロン学習，計算機シミュレーション）
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（アダトロン学習，計算機シミュレーション）



え合わせると，ヘブ学習ではすべての生徒は教師中間層

の中央の一点に漸近し，そこで一体となって停止するこ

とがわかる．

これに対して，パーセプトロン学習の場合には図 14
より t = 100の生徒とその後のその生徒の類似度が 1 よ
り小さいことがわかる．つまり，Rと qが定常値に達し

た後も生徒は動き続ける．このことと，図 9において q

の定常値が 1より小さいこと，つまり生徒の多様性が残
ることを考え合わせると，パーセプトロン学習の場合に

は K 個の生徒は一体にはならずに離れたままで動き続

けることがわかる．なお，図 14において M = 3より
もM = 9の類似度の方が小さいことから教師コミティ
マシンの中間層ユニット数Mが大きいほど生徒が動く

範囲は広いと言える．

図 15よりアダトロン学習の場合もパーセプトロン学
習同様に t = 100の生徒とその後のその生徒の類似度が
1 より小さいことがわかる．つまり，Rと qが定常値に

達した後も，生徒は動き続ける．このことと，図 10 に
おいて qの定常値が 1であること，つまり生徒の多様性
が消滅し生徒は一体となることを考え合わせると，アダ

トロン学習の場合には K 個の生徒は一体になって動き

続けることがわかる．なお，図 15よりアダトロン学習
においてもパーセプトロン学習同様に教師コミティマシ

ンの中間層ユニット数Mが大きいほど生徒が動く範囲

は広い．また，図 15を図 14と比較するとアダトロン学
習における t = 100の生徒とその後のその生徒の類似度
はパーセプトロン学習の場合のそれよりも小さいことが

わかる．つまり，アダトロン学習の場合に生徒が動く範

囲はパーセプトロン学習の場合よりも広い．

6 むすび
教師がコミティマシンであり，生徒が単純パーセプト

ロンの集団であるようなアンサンブル学習についてオ

ンライン学習の枠組みで議論した．その結果，ヘブ学習

ではすべての生徒は教師中間層の中央に漸近すること，

パーセプトロン学習では生徒の多様性が消滅せず，その

ためにアンサンブルの効果が残ること，アダトロン学習

では一種の過学習が起こることなど，学習則毎の顕著な

特徴が明らかになった．
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