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� まえがき
多体相互作用系，すなわち多数の「スピン」とそれら

の「相互作用」という二種類の変数を有するシステムの

解析においては，相互作用の方は固定されておりスピン

だけがダイナミクスを持つモデルを考える場合が多い．

たとえば連想記憶モデルの解析の場合，記憶パターンか

ら相互作用（結合荷重）をあらかじめ決定し，その相互
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作用のもとでスピンがどのようなダイナミクスでいかな

る状態に緩和してゆくかを議論する $%&．これに対し，ス

ピンの変化よりもゆっくりとではあるけれども相互作用

自身も変化するシステムというものも考えることができ

る．この枠組みはパーシャルアニーリングと呼ばれ $'&，

その性質は神経生理学的な観点からも興味深い $(&．

)�����らはスピンのヘブ則が相互作用を変化させる

場合についてレプリカ法と類似の方法を用いて解析した

$(� *&．通常レプリカ法においては相互作用系の複製（レ

プリカ）の個数 �を +に近づける極限操作を行うが，彼

らの解析においては �はスピンと相互作用の温度の比

であり正の有限値であることが特徴である．彼らは ,�

解と %ステップの ,�-について調べた．"����らはガ

ウス分布に従うクエンチされたバイアスがスピンのヘブ

則に加わって相互作用を変化させる場合の解析を行った

$.&．この場合には，レプリカ数が '種類必要になり，ま

た，レプリカ対称性を仮定して導出された鞍点方程式が

�����������/0��1������1モデル（�0モデル）$2& の %

ステップ ,�-解と類似の形になる．3�����1�らはパー

シャルアニーリングの枠組みで温度比 �が負の場合に着

目し，ホップフィールドネットの記憶容量と �0スピン



グラスを例として解析を行った $'&．特に前者において

�が負の時にはアトラクタパターンが直交に向かい，そ

の結果記憶容量が %まで増大するという興味深い解析結

果が示されている．

一方，ソーラス符号はスピングラスとの類似性から提

案された誤り訂正符号であり，符号化率が小さい極限に

おいてシャノン限界を漸近的に達成する $4&．今回われ

われはパーシャルアニーリングの情報工学分野における

可能性を探るため，' 体ソーラス符号を例にとりあげ，

その復号を行う相互作用系にパーシャルアニーリングを

適用した場合の誤り訂正特性についてレプリカ法を用い

て解析したので報告する．

� ソーラス符号と����通信路
ソーラス符号は誤り訂正符号の一種であり，送りたい

情報（メッセージ）のかわりにそのパリティを送る．す

なわち，� 体のソーラス符号においては，�ビットの

メッセージ � � ��#� � � � � ���� �� � �5%��%� からパリ
ティ

	� �
�
���

�� 6%7

を作って送る．ここで，
 8 %� � � � �

�
�

�

�
はパリティ

のインデックスであり，�は 
番目のパリティを生成す

るために掛け合わされるメッセージビットのインデック

スの組である．

一般に送信信号は通信路において雑音の影響を受ける

が，ソーラス符号のビット誤り率を最小にするためには

受信側において西森温度で有限温度復号（!"!復号）

を行えばよい．ソーラス符号に関しては � � �の極
限で，さらに � � � とするとき，漸近的にシャノン
限界を達成する $4&．

本論文では '体のソーラス符号を扱う．また，加法的

白色ガウス雑音（9�:;）のある通信路を考える．送

信信号の強さ ��，ガウス雑音の分散 ��に関しては標準

的な正規化を行い，メッセージが � のときの受信信号

� 8 �����の確率密度は
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であるとする $<� =� %+&．

� パーシャルアニーリングを用いた

復号の方法
パーシャルアニーリングを用いて受信信号�からメッ

セージ �の復号を行う方法について述べる．

まず，受信側では相互作用 � 8 �����を持つシステム
を用意する．このとき，スピン � 8 ����の確率 6���7
は以下の通りである．ここで，� はスピン � の変化を

特徴づけるパラメータであり逆温度と呼ばれる．また，

�6���7 はハミルトニアン，��はスピンの分配関数と

呼ばれる．
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スピン �だけでなく，スピンの変化よりゆっくりと

ではあるけれども相互作用 � も変化するような枠組み

はパーシャルアニーリングと呼ばれる $'&．なお，以下

ではパーシャルアニーリングのことを適宜 >"9?と略記

する．

具体的には相互作用 �が

�
�
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で記述されるダイナミクスを持つとする．ここで 	�
は
逆温度 �での平均（熱平均）を表す．�はヘブ則の強さ

を表すパラメータ，��� は受信信号である．���6�7はラ

ンジュバンノイズであり，

	���6�7��	6��7
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であるとする．

すなわちこのシステムでは，スピン �と相互作用 �

の両方がダイナミクスを持ち，�の変化は � の変化よ

りも十分速い．また，�と � の変化はそれぞれ異なる

逆温度 �と  �で特徴付けられている．

復号はシステムが十分に巨視的平衡状態に達した後に

通常の!"!復号と同様，逆温度 �でのスピン ��の熱平

均 	��
の符号をとることにより行う．すなわち，���	��

が復号の結果である．このとき復号の良さはメッセージ

�と復号結果の重なり
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で定量的に評価される．なお，� とビット誤り率 -@,

には� 8 %� '-@,の関係が成り立つ．

'体のソーラス符号においてはもともと送信信号は式

6%7のように 'つのメッセージビットの積で生成されて

いる．一方，受信側の相互作用系では式 627のパーシャ

ルアニーリングを適用するので，�はヘブ則で増強され

ることになる．つまり，�は 'つのスピンの積で増強さ

れる．このとき，スピン �は対応するメッセージビット

�に近い状態を確率的に遷移していると考えられるので，

復号の過程にヘブ則を組み込んだパーシャルアニーリン

グを用いることでなんらかの有用な性質が現れる可能性

がある．

� 理 論

��� レプリカ法

実効ハミルトニアンを
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としておけば式 627は，
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と書ける．このランジュバン方程式の平衡状態はボルツ

マン分布の形で与えられるが，この平衡状態に着目する．

ある受信信号�を受け取ったときのシステム全体の分

配関数  �%�は，相互作用 � も式 627で変化していること

を考慮すると以下のように計算される．
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ここで，

�# 8 �
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�
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であり，これは本論文で扱う一つめのレプリカ数である．

ここで，�#は正の有限値であることに注意しておく．

一方，誤り訂正の問題においては一回受け取った�を

用いて復号の操作を行う．すなわち，�にはガウス雑音

が重畳しているがそのランダムネスはクエンチ（凍結）

されている．よって，平均自由エネルギー�は通信路ノ
イズに関する配位平均の記号 		�

 と分配関数  �%� を用

いて，� 8 � ��#		��  �%�

と書ける．この式には対数の

平均操作が入っているが，一般的にこの計算は困難であ

る．しかし，自然数 ��に対して 6  �%�7

� の計算は可能な

場合があり，その場合には恒等式 ��� 8 ���
��
���#



を用いて 		��  �%�

を計算することができる．すなわち，

� �� 8
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ここで，��に関して自然数から実数への解析接続が行

われていることと，二つの極限操作 � � �，�� � +

の順番を入れ替えていることに十分注意しておく必要が

ある．統計力学において開発されたこの計算手法はレプ

リカ法と呼ばれる．本論文で扱っているモデルの場合も
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と計算することができる．ここで

� 8 6�#� ��7� � 8 6�#� ��7 6'%7
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であり，Æ関数で  ��!�の条件を取り込んだ後，Æ関数

の積分表現を用いた．

このように �# と �� の二種類のレプリカ数が登場す

るが，+に近づける極限操作の対象となるのは ��だけ

であることに注意しておく．�#� �#はレプリカ数 �#に

対応するレプリカインデックスであり，��� ��はレプリ

カ数 �� に対応するレプリカインデックスである．



��� ��解

レプリカ対称性

�� 8 6��#����7 � !� 8 !� A!� 8 A! 6'(7

�� �8 �� �  � 8  �� A � 8 A � 6'*7

�� 8 ��� �# �8 �# �  � 8  #� A � 8 A # 6'.7

�� 8 ��� �# 8 �# �  � 8 %� A � 8 A � 6'27

を仮定し，式 6%47の積分は鞍点法で評価する．その結

果 %スピンあたりの平均自由エネルギー " は
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となり，鞍点条件より最終的に鞍点方程式が以下のよう

に求められる．
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また，式 6(+7/6('7から  #�  ��!が計算できれば，こ

れらを用いて重なり� が以下のように計算できる $<&．
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� 結果と考察

��� 通常の有限温度復号

後述する "9の計算結果の比較対象として，まず，"9

を用いない通常の有限温度復号の結果を示しておく．

図 %は通信路ノイズが �� 8 �� 8 %の場合の '体ソー

ラス符号の有限温度復号の結果である．レプリカ対称

性の仮定から得られる鞍点方程式 $<� =&を数値的に解い

た結果と計算機実験 6� 8 %+++7の結果を重ねて示す．

� & +�.で C����（強磁性． & +�! & +），� � +�.で

"���（常磁性． 8 ! 8 +）となっている．また，西森

温度 �� 8 '����
� 8 ' において重なり� は最大とな

り，その値は +�=**である．
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図 %# パーシャルアニーリングを用いない通常の有限温

度復号の結果．�� 8 �� 8 %．

��� パーシャルアニーリング（通信路ノイズ
がない場合）

"9の数値計算の第一歩として，まず通信路ノイズが

無く，ランダムネスとしては逆温度  �のランジュバンノ

イズのみが存在する場合について調べた．なお，以下で

は �� 8 � 8 � 8 %である．
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図 '# � 8 +� �� 8 +�  � 8 %．

"9 を用いない前節の結果と比較するために，前節

の通信路ノイズ（�� 8 %）と等価なランジュバンノイ

ズ（  � 8 %）を与え，その代わりに通信路ノイズを無し

（�� 8 +）とした "9について調べた．式 6(+7/6((7を

数値的に解いた結果を計算機実験（� 8 %+++）の結果

と重ねて図 '，図 (に示す．"9はスピンと相互作用の

両者がダイナミクスを有するので，計算機実験は慎重に

行う必要がある．本論文の計算機実験は以下のように実

行した $.&．式 627の時間 �の刻みを +�+'� とし，各時刻



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

q1
, q

2,
 m

beta

q1
q2
m

 1

 0.99

 0.98

 0.97
 4 3 2 1

M

図 (# � 8 %� �� 8 +�  � 8 %．

ステップでまず '# 8 %+++回の全スピンの更新を行い

巨視的平衡状態にする．ここでスピンの更新は )"D時

間の関係から同期更新としている．続く '� 8 %+++回

の全スピンの更新で熱平均 	����
 を計算し，相互作用
��� を更新する．以上を %ステップとする ��� の時間発

展更新を '& 8 .++ステップ行うことにより相互作用を

巨視的平衡状態にする．以上のすべての操作を二個の相

互作用系 �#，��について同一の受信信号 �を用いて

独立に並行して行う．その後，'' 8 .++ステップの時

間発展更新にわたる平均計算により  #�  ��!を測定す

る．その際， �は �#と �� それぞれのスピン �#と ��

の類似度を，!はメッセージ �と �#の類似度を式 6''7

で求める．また， #は '' 回の毎ステップにおいて �#

のレプリカ �#�

を作成し，そのレプリカのスピン �#
�

を

'! 8 %+++回更新した後，�#と �#
�

の類似度を式 6''7

で求める．

いずれの図においても理論と計算機実験がよく一致

している．本節の計算条件のように，"9を用いない通

常の有限温度復号の通信路ノイズと等価なランジュバン

ノイズを与えたうえで通信路ノイズを無しとし，さらに

ヘブ則の強さ �を +にすると，式 6(+7�6('7/6(*7は "9

を用いない通常の有限温度復号の式 $<� =&に一致する．

よって図 '（ただし  �を除く）と図 %は一致している．

また，図 'と図 (を比較すると，ヘブ則の強さ �を +か

ら %にすることにより  #�  ��!��が増大することがわ

かる．

��� パーシャルアニーリング（通信路ノイズ
がある場合）

次に，通信路ノイズが存在する場合の受信信号を "9

で復号する場合について調べた．図 *は � 8 +，図 .は

� 8 %の場合の結果を示す．いずれの図も �� 8 %�  � 8 %

であり，計算機実験は � 8 %+++で実行した．図 *よ

り，ヘブ則を入れない場合（� 8 +）に重なり�が最大

となる �は加わったランジュバンノイズの分だけ高温側

にずれて '���6�
� 5  ��#7 8 % となっていることがわか

る．一方，� 8 %のヘブ則を入れた図 .においては �

の値が上がり，特に �が大きい領域で�が持ち上げら

れる結果，�の広い範囲で� がフラットになっている

ことがわかる．

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

q1
, q

2,
 m

beta

q1
q2
m

 0.75

 0.7

 0.65
 4 3 2 1

M

図 *# � 8 +� �� 8 %�  � 8 %．

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

q1
, q

2,
 m

beta

q1
q2
m

 0.88

 0.84

 0.8
 4 3 2 1

M

図 .# � 8 %� �� 8 %�  � 8 %．

このようにヘブ則を入れることにより� の値は増大

している．図 2は �� 8 %�  � 8 % のままでヘブ則の強さ

�を + � %+の範囲で変えた場合の� の理論計算結果で

ある．�が大きくなるにつれ � の値は大きくなり，"9

を用いない通常の有限温度復号（図 %）における最大値

+�=**に漸近しているように見える．また，�の広い範

囲で�がフラットになっている．

+�=**は  � 8 %で通信路ノイズが無い場合の� の最

大値（図 '参照）でもあるので，これらの結果は �を大

きくすることで通信路ノイズの影響を小さくする効果が

ある可能性を示唆している．そこで， � 8 %+の場合に

ついて調べた．結果を図 4に示す．この図において �が

%+や .の場合の�が "9を用いない通常の有限温度復

号の最大値 6+�=**7を上回っており興味深い．しかしな



がら，計算機実験を行った結果，このようなケースでは

理論と計算機実験は全く合わないことが判明した．すな

わち， �と �が大きい場合には ,�解は実験と合わない．
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	 むすび
パーシャルアニーリングの情報工学分野における可能

性を探るため，'体ソーラス符号を例にとりあげ，その

復号を行う相互作用系にパーシャルアニーリングを適用

した場合の誤り訂正特性についてレプリカ法を用いて解

析した．パーシャルアニーリングにおいて相互作用をス

ピンのヘブ則で変化させるとスピンの逆温度 � の広い

範囲で送りたい情報と復号結果の重なり� がフラット

になることがわかった．また，,�解で相互作用の逆温

度  �とヘブ則の強さ �を大きくした場合には�が通常

の有限温度復号の値よりも大きくなるものの，このよう

な場合には計算機実験とは合わないことがわかった．�

の広い範囲で�がフラットになることは注目すべき点

であるが，誤り訂正符号の復号を行う相互作用系にパー

シャルアニーリングを適用する意味があるかどうかを判

断するためには，,�解が安定である範囲の解析を今後

行う必要がある．また，� 体ソーラス符号への拡張も

今後の課題である．
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