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教師が真の教師のまわりをまわる場合のオンライン学習
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� まえがき
学習とは観測データを用いてその背後にあるデータ

の生成過程を推定することである．これまでに我々は
オンライン学習の枠組み *+,で，特にアンサンブル学習
*�- .- /,の汎化能力について統計力学的手法を用いた解
析を行ってきた *�- 0- 1,．その過程で，学習不能な場合
*2- �,には学習機械が真の教師のまわりを動き続ける場
合があることが明らかになった *+�- ++,．現実の問題に
は学習不能な場合も多いと考えられることから，統計的
学習理論の応用を考えた場合，学習不能な場合の系のふ
るまいを調べることはきわめて重要である．
さて，ここでこの動き続ける学習機械を教師とする

ような新たな生徒を考えることにする．この場合，生徒
が学習に用いる例題は動き続ける教師の入出力だけで
あり，生徒は直接には真の教師の入出力を観測できない
ことに注意しておく．この生徒が真の教師に対してどれ
ほどの汎化能力を持つことができるかを考えることに
する．
今回，教師が真の教師のまわりを動き続けるもっとも

単純なモデルとして，真の教師，動く教師，生徒のいず
れもが雑音の重畳された線形なパーセプトロンである
場合を考え，オンライン学習の枠組みで統計力学的手法
を用いることによりいくつかの巨視的変数や汎化誤差
を解析的に求める *+�,．

� モデル
本論文では真の教師，動く教師，生徒の三個の線形

パーセプトロンを考える．真の教師� 3 ��� � � � � �� �，
動く教師 � 3 ��� � � � � �� �，生徒 � 3 ��� � � � � �� �

および入力 � 3 ��� � � � � �� � は � 次元ベクトルであ
り，真の教師 �の各要素 �� は平均 �，分散 +のガウ
ス分布にしたがい独立に生成され，不変であるとする．
���の初期値����� の各要素��

� � �
�
� は平均 �，分散 +

のガウス分布にしたがい独立に生成されるものとする．
また，�の各要素 ��は平均 �，分散 +�� のガウス分布
にしたがい独立に生成されるものとする．本論文では，
� � �の熱力学的極限を考えることにする．このと

き，��� 3
�
�� ���� 3

�
�� ���� 3

�
�� ��� 3 +

となる．動く教師の大きさ ���，生徒の大きさ ���は
一般には時間の経過とともに変化するが，初期値

�
�

に対する比を �� � ��とし，これらをそれぞれ動く教師の
長さ，生徒の長さと呼ぶことにする．
真の教師の出力は 	 4 
� 3 � � � 4 
�，動く教

師の出力は ��� 4 
� 3 � � � 4 
�，生徒の出力は
��� 4
� 3 � ��4
� である．ここで，
�� 
� � 
�はそ
れぞれ分散 ��� 
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�
� の独立なガウス雑音であり，	，

�，�は平均 �，分散 +のガウス分布にしたがう確率変
数である．
動く教師�は入力 � とそれに対する真の教師�の

出力を用いて結合荷重の更新を行う．また，生徒 �は入
力 �とそれに対する動く教師�の出力を用いて結合荷
重の更新を行う．いま，真の教師と動く教師の誤差 ��
を両者の出力の二乗誤差で定義し，教師は学習に勾配法
を用いるものとする．すなわち，
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ここで，�� は動く教師の学習係数であり定数とする．
同様に，動く教師と生徒の誤差 ��� を両者の出力の

二乗誤差で定義し，生徒も学習に勾配法を用いるものと
する．すなわち，

�
��� 3 �

�4�� ����� 4 
�� � ����� � 
�� ���� ��

ここで，�� は生徒の学習係数であり定数とする．
また，真の教師と生徒の誤差 �� も両者の二乗誤差で

定義しておく．

	 理論

	
� 汎化誤差

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差を理論的に
求めることである．汎化誤差は真の教師に対する誤差を
未知の入力に関して平均したものであるから，動く教師
の汎化誤差 ���，生徒の汎化誤差 ���，および，動く教
師と生徒の誤差の平均 ���� はそれぞれ以下のように計
算される *+�,．
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ここで �� � � � ��������� �� � � �
��������� ��� � � � �������� である．



	
� 巨視的変数の微分方程式とその解
巨視的変数のダイナミクスを記述する連立微分方程式
を熱力学的極限における自己平均性 *�- +.- +/, に基づ
き以下のような決定論的な形で導出した *+�,．
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ここで �� � �� � ��� は解析を容易にするため導入した補
助的巨視的変数であり，�� � ���� � �� � �� �� � ��� �
��� ���� である．また，	�
はサンプル平均を表す．
本論文では線形なパーセプトロンを考えているので，

これらの連立微分方程式に現れるサンプル平均は容易
に計算することができる *+�,．それらを用いて連立微分
方程式 0�52�を解析的に解いた *+�,．

� 結果と議論
理論的に求められた汎化誤差 ���� ���と ���� のダイ

ナミクスを計算機シミュレーション（� 3 +��）の結果
と重ねて図 +に示す．図中，� は動く教師の汎化誤差
��� を- � は生徒の汎化誤差 ��� を，� � � は動く教師
と生徒の誤差の平均 ���� をそれぞれ表す．
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図 +6 ���� ��� � ����のダイナミクス．曲線は理論，ドッ
トは計算シミュレーション．�� 3 ��.� �� 3 +��� �� 3

���� �� 3 ��.� �� 3 ��/．

図 +より，学習の初期においては生徒の汎化誤差 ���
は動く教師の汎化誤差 ���よりも大きいが � 3 /�/でそ
の大小関係が逆転し，それ以後は ��� が ��� よりも小
さくなっている．すなわち，動く教師よりも生徒の方が
性能が高くなっている．
図 + を見ると，���� ���� ���� は � 3 ��でほぼ定常

値に達しているように見える．今回巨視的変数が解析
的に得られているのでこれらの � � �におけるふる
まいについては理論的な洞察が可能である．すなわち，
� � �� � �でなければ ���-��は発散し，� � �� � �で
なければ �� -��� は発散する *+�,．� � �� � �� � �の場
合については，汎化誤差は収束する *+�,．このときの生
徒の学習係数 �� と ��� � ���� ���� の定常値の関係を図

�に示す．生徒の学習係数 ��が ���2よりも大きいとき
には生徒の定常汎化誤差は動く教師の定常汎化誤差よ
りも大きいが，��が ���2より小さくなるとその大小関
係は逆転する．すなわち，��が ���2より小さい場合に
は動く教師よりも生徒の方が高性能になる．
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図 �6 ��� � ���� ����の定常値．曲線は理論，ドットは計
算機シミュレーション．�� 以外の条件は �� 3 +��� �� 3

���� �� 3 ��.� �� 3 ��/

� むすび
真の教師，動く教師，生徒のいずれもが雑音の重畳さ

れた線形なパーセプトロンである場合を考え，統計力学
的手法により汎化誤差を解析的に求めた結果，生徒が真
の教師の入出力ではなく，動く教師の入出力だけを例題
として使用するにもかかわらず，動く教師の汎化誤差よ
りも生徒の汎化誤差の方が小さくなりうるという興味
深い結果が明らかになった．
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