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1 まえがき

我々が情報を伝送する場合，通信路に雑音が存在す

るために送信データと受信データは必ずしも一致して

いるとは限らない．受信側は送信側の真の送信ビット

列を知らないため受信ビット列のどの部分が正しくて

どの部分が誤っているのかを推定することは困難であ

る．そこで一般には元の情報をそのまま送信するので

はなくどのビットが誤っているかが判別できるように

情報に冗長性を付加する通信路符号化を行ってから情

報を送信し，受信側は受信した情報と冗長性のルール

をうまく利用して元の情報を推定し復号を行う．

Shannonが 1948年に誤り訂正能力の理論的な性能

上限（シャノン限界）を示して以来，シャノン限界に可

能な限り近付く符号化法の研究がなされている．シャ

ノン限界を漸近的に満たす符号の一つに Sourlasが提

唱したソーラス符号があり [1]，ソーラス符号に関する

様々な研究がなされている [2]．

ところで，ランダムな相互作用を有する多体系を解

析するために統計力学分野で開発された強力な手法と

してレプリカ法 [3, 4]が知られている．レプリカ法は

恒等式 logZ = limn→0
Zn−1

n を基本として，ビット数

N → ∞と n → 0の極限操作の入れ替え，Znの計算結

果におけるnの自然数から実数への解析接続，Hubbard-

Stratonovich変換，レプリカ対称性の仮定，鞍点法 [5]

による積分評価といった様々な計算技術から構成され

る解析手法である．

本稿では加法的白色ガウス雑音 (AWGN)通信路にお

けるソーラス符号の誤り訂正能力についてレプリカ法

を用いた理論解析による評価を行う．2体 (K = 2)の

ソーラス符号についてレプリカ法を用いて理論式を導

出し，導出した式を数値的に解き，加法的白色ガウス

雑音 (AWGN)通信路における理論値を求め，計算機実

験を行い計算機実験と理論の結果の比較を行う．その

結果計算機実験の結果と理論計算の結果は比較的良く

一致し，西森温度 [3]で復号の良さが最大になること，

ビット数が大きくなると試行毎のばらつきが小さくな

ることが示される．3体以上のソーラス符号について

は計算機実験は計算量的困難のため実行することがで

きなかったため理論計算のみを行う．その結果K の値

が増加すると復号の良さが大きくなることが示される．

2 ソーラス符号とAWGN通信路

ソーラス符号は情報の誤りを検出しそれを訂正する

符号（誤り訂正符号）の一種であり，送りたい情報のか

わりにそのパリティを送る．K体のソーラス符号におい

ては，N ビットのメッセージ ξ ≡ {ξ1, ξ2, · · · , ξN}, ξi ∈
{+1,−1} から K 個のビットを選びその積をパリティ

とする [1]．それを全通りについてとったものがソー

ラス符号であり，
∏

k∈λ ξk と表される．ここで，λ =

1, 2, · · · ,
(
N
K

)
はパリティのインデックスであり，λは λ

番目のパリティを生成するために掛け合わされるメッ

セージビットのインデックスの組である．図 1にK = 2

の例を示す．

図 1: ２体ソーラス符号の符号語生成，雑音の重畳

図 1で ξ1 · · · ξ4は送信したいメッセージであり，
(
4
2

)
個

の組み合わせの数だけメッセージの積をとりパリティ

を作成している．

一般に送信信号は通信路において雑音の影響を受け

るが，ソーラス符号のビット誤り率を最小にするために

は受信側において西森温度で有限温度復号 (MPM復号)

を行えばよい．さらにソーラス符号に関してはN → ∞
の極限でさらにK → ∞とするとき，漸近的にシャノ
ン限界を達成する [1]．
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本稿では主に 2体のソーラス符号について扱う．ま

た，加法的白色ガウス雑音 (AWGN)のある通信路を考

える．送信信号の強さ J0，ガウス雑音の分散 J2 に関

しては標準的な正規化を行い，メッセージが ξのとき

の受信信号 J = {Jij}の確率密度は

P (J |ξ) =
(

N

2πJ2

) 1
2

exp

{
−
(Jij − 2J0

N ξiξj)
2

2J2

N

}
(1)

であるとする [3]．

3 有限温度復号

復号を行うために J が与えられたときの ξについて

の条件付き確率 P (ξ|J)が必要となる．これは，式 (1)

とは逆の条件付き確率でありこれを求めるためにベイ

ズの定理を用いる．今，推定されたメッセージをσ，元

のメッセージを ξ と区別するとベイズの定理を用いて

P (σ|J)は次のように表される．

P (σ|J) = P (J |σ)Ps(σ)

Tr
{σ}

P (J |σ)Ps(σ)
(2)

ここで Tr
{σ}
はトレース (trace)と呼ばれ，すべてのビッ

ト {σ}についての総和を表している．加法的白色ガウス
雑音 (AWGN)通信路の場合，式 (2)の右辺の P (J |σ)
は式 (1)のように表されることがすでにわかっている

ので，事前分布 Psがわかれば式 (2)より元のメッセー

ジの推定が実行できる．一般的な取り扱いを可能にす

るためにさまざまな情報が同じ確率で生成されている

ような情報源を考える．このとき Psは定数である．し

たがって，事後分布は

P (σ|J) =
exp(β

∑
i<j Jijσiσj)

Tr
{σ}

exp(β
∑

i<j Jijσiσj)
(3)

となる．いろいろな σのなかで一番もっともらしいの

は式 (3)を最大化するような σ である．式 (3)の確率

分布で特定のビット σiに注目しその他のビットは考慮

しないことにする．σi以外のスピンについて和をとる

と σi だけについての事後確率

P (σi|J) =
Tr

{σ( 6=σi)}
exp(β

∑
i<j Jijσiσj)

Tr
{σ}

exp(β
∑

i<j Jijσiσj)
(4)

が得られる．この式で P (σi = 1|J)と P (σi = −1|J)
を比べ，前者が大きいなら 1をビット iの復号結果と

し，後者が大なら−1とする．このプロセスをすべての

ビットについて行って得られた結果を集めて最終的な

復号結果とするとき，この復号を有限温度復号 (finite-

temperature decoding)あるいは MPM(Maximizer of

the Posterior Marginals)復号という [3]．ここで，ビッ

ト iの復号結果は 2つの場合の確率の差

P (σi = 1|J)− P (σi = −1|J) (5)

の符号なので，これは以下のように表される．

sgn

( ∑
σi=±1

σiP (σi|J)

)
= sgn〈σi〉 (6)

ここで 〈σi〉は逆温度 β における σi の平均を表してお

り，これを熱平均という．

ソーラス符号のビット誤り率を最小にするためには

受信側において西森温度でMPM復号を行えばよく [3]，

西森温度 βN は以下の式で与えられる．

βN =
2J0
J2

(7)

ビット誤り率を評価するために復号の良さM をメッ

セージ ξとビット σの方向余弦として定義する．すな

わち

M =
ξ · σ

||ξ|| ||σ||
=

∑
i ξi〈σi〉
N

(8)

4 理論

4.1 レプリカ法

2体のソーラス符号の系全体のエネルギーは次式に

よって表される．

H(σ,J) = −
∑
i<j

Jijσiσj (9)

系全体のエネルギーを表すこの式をハミルトニアンと

いう．受信信号 J を用いて逆温度 βの有限温度復号を

行う場合，ビット σ の確率 P (σ|J)は以下のように表
される．

P (σ|J) = exp[−βH(σ,J)]

Z
(10)

ここで Z は分配関数と呼ばれ

Z = Tr
{σ}

exp[−βH(σ,J)] (11)

で表される．統計力学ではハミルトニアンが与えられ

たとき式 (10)の確率分布に基づいて物理量の平均値を



自由エネルギー F の鞍点評価を通して求めることがで
きることが知られている [3, 4]．自由エネルギー F は

F = −β−1 lnZ (12)

で表され，これは {Jij}の関数である．上記から受信
信号 {Jij}を用いて分配関数 Z を求め，次に自由エネ

ルギーF を求めて鞍点評価を行えば良いことがわかる．
しかし，それぞれの通信路ノイズに関する自由エネル

ギーF を求めることは計算量的に困難である．そこで，
通信路ノイズに関する平均，つまり {Jij}の分布に関
する平均をとった平均自由エネルギー 〈〈F〉〉を計算す
る．平均自由エネルギー 〈〈F〉〉は次式で表される．

〈〈F〉〉 = −β−1〈〈lnZ〉〉 (13)

ここで {Jij}の分布に関する平均操作を配位平均と呼
び，熱平均と区別して 〈〈·〉〉と表すことにする．式 (13)

の右辺には対数の平均操作が入っているが，一般的に

この計算は困難である．しかし，整数 nに対してZnの

計算は可能な場合があり，その場合には恒等式 lnZ =

limn→0(Z
n− 1)/nを用いて 〈〈lnZ〉〉を計算することが

できる．すなわち，

〈〈lnZ〉〉 = lim
n→0

〈〈Zn〉〉 − 1

n
(14)

である．ここで nに関して整数から実数への解析接続

が行われていることに十分注意する必要がある．統計

力学において開発されたこの計算手法はレプリカ法と

呼ばれる．2体のソーラス符号のモデルの場合も，自然

数 nに対して 〈〈Zn〉〉は次式で計算される．

〈〈Zn〉〉 =
∫ [∏

i<j

dJijP (Jij)

]
Zn (15)

=

∫ [∏
i<j

dJijP (Jij)

]
Tr

{σα}
exp

[
−β

∑
α

∑
i<j

Jijσ
α
i σ

α
j

]
(16)

ここで α = 1, 2, · · · , nはレプリカを表すインデックス
である．式 (16)を計算すると以下の式が得られる．

〈〈Zn〉〉 =
∫ ∏

α<β

dqαβ
dNq̂αβ
2πi

[∏
α

dmα
dNm̂α

2πi

]

× exp[N(G1 +G2 +G3)] (17)

ただし

G1 =
β2J2

2

∑
α<β

q2αβ + βJ0

∑
α

m2
α +

β2J2n

4
(18)

G2 = −
∑
α<β

q̂αβqαβ −
∑
α

m̂αmα (19)

G3 =
1

N
ln

 Tr
{σα}

exp

−
∑
α<β

q̂αβ

∑
i

σα
i σ

β
i

−
∑
α

m̂α

∑
i

ξiσ
α
i

)}
(20)

ここで

qαβ =
1

N

∑
i

σα
i σ

β
i mα =

1

N

∑
i

ξiσ
α
i (21)

であり，δ 関数で qαβ，mα の条件を取り込んだ後，δ

関数の積分表現を用いた．

4.2 レプリカ対称解

レプリカ対称性 (Replica-symmetry)

q = qαβ , q̂ = q̂αβ , m = mα, m̂ = m̂α (22)

を仮定し，式 (17)の積分は鞍点法 [3, 4, 5]で評価する．

その結果 1ビット当たりの平均自由エネルギー f は

−βf = −β
〈〈F〉〉
N

= lim
n→0

1

n

1

N
ln〈〈Zn〉〉 (23)

= −1

4
β2J2q2 +

1

2
q̂q + βJ0m

2 − m̂m

+
1

4
β2J2 − 1

2
q̂ +

∫
Dx ln

[
2 cosh

(√
q̂x+ m̂

)]
(24)

となる．ただし，

Dx ≡ dx√
2π

exp

(
−x2

2

)
(25)

である．鞍点条件 [3]

∂f

∂q
=

∂f

∂q̂
=

∂f

∂m
=

∂f

∂m̂
= 0 (26)

より鞍点方程式が以下のように求められる．

q =

∫
Dx tanh2 βG (27)

m =

∫
Dx tanhβG (28)

ただし

G = J
√
qx+ 2J0m (29)



である．また，元のビットと復号されたビットの一致

度を表す復号の良さM は式 (27)，(28)から計算され

る q，mを用いて

M =

∫
Dx sgnG (30)

で計算される．

なお，K 体のソーラス符号の場合の鞍点方程式及び

復号の良さM は以下のように求められる．

q =

∫
Dx tanh2 βGK (31)

m =

∫
Dx tanhβGK (32)

M =

∫
Dx sgnGK (33)

ただし

GK = J

√
KqK−1

2
x+ J0KmK−1 (34)

である [3]．

5 結果と考察

5.1 計算機実験の方法

計算機実験は以下のように実行した．まず，ビット

数N の±1の 2値からなるメッセージ ξを各ビット毎

に ±1をランダムに割り当て作成しソーラス符号化を

行う．符号化したものにガウス雑音を重畳し，ランダ

ムに選択した i番目のビットについて

P (σi = 1|J) =
exp(β

∑
j 6=i Jijσj)

Tr
σi

exp(β
∑

j 6=i Jijσiσj)
(35)

で計算される確率P (σi = 1|J)で σi = +1，1−P (σi =

1|J)で σi = −1とした．復号の良さM を式 (8)を用

いて計算するために 〈σi〉を用いるが，ある一定の時間
が経過するまで σiの結果はばらついてしまい信憑性が

ない．そこで今回の実験では 1000回 σiの更新を行い，

その後 1000回で 〈σi〉を計算した．
以上の工程のうち，雑音の重畳～復号の良さM の計

測を 11回繰り返し行い，得た復号の良さM の小さい

ものから順に 3, 6, 9番目の値を計算機実験の結果とし

てエラーバーで表示する．

5.2 2体の場合

まず 2体の場合について示す．図 2，3は信号の強さ

J0 = 1，ガウス雑音の分散 J2 = 1のときの二つのパ

ラメータ q，mと復号の良さM を式 (27)，(28)，(30)

を数値的に解いた結果を示したものである．西森温度

βN = 2J0

J2 = 2で復号の良さM は最大になっており，

またこのとき q = mとなっている．
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図 2: q,mの理論計算結果 (２体，J0 = 1，J2 = 1)
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図 3: M の理論計算結果 (２体，J0 = 1，J2 = 1)

次に J0 = 1，J2 = 1のときのビット数 N = 1000，

N = 10000の計算機実験と理論計算の結果の比較を図

4，5にそれぞれ示す．
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図 4: M に関する理論と実験 (N = 1000)の比較 (２

体，J0 = 1，J2 = 1)
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図 5: M に関する理論と実験 (N = 10000)の比較 (２

体，J0 = 1，J2 = 1)

図 4，図 5を比較すると理論と計算機実験の結果はよ

く一致しており，さらにビット数N が大きくなるほど

エラーバーの幅が狭くなり試行毎のばらつきが少ない

結果が得られていることがわかる．

最後に，パラメータ J0の影響を調べるためにビット

数N = 1000で J2 = 2と固定し，J0 = 1, 1.5, 2の 3パ

ターンの場合について実験を行った．図 6，7，8に結

果を示す．
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図 6: J0 の変化によるM への影響 (２体，N = 1000，

J0 = 1，J2 = 2)
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図 7: J0 の変化によるM への影響 (２体，N = 1000，

J0 = 1.5，J2 = 2)
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図 8: J0 の変化によるM への影響 (２体，N = 1000，

J0 = 2，J2 = 2)

図 6，7，8から送信信号の強さ J0を大きくしたとき復

号の良さM が良くなり，また図 4，図 6，図 8から二

つのパラメータ J0 と J2 では J0 の影響の方が大きい

ことがわかる．これは式 (29)において J2 はその平方

根 J が値として作用し，対して J0はそのまま作用して

いるためである．

5.3 3体以上の場合

Kが3以上の場合のソーラス符号についても，J0 = 1，

J2 = 1のときと J0 = 1，J2 = 1.5のときの 2体，3

体，4体の場合の復号の良さについてそれぞれ理論計

算を行った．図 9，10に結果を示す．図 9，10よりK

の値が大きいほど復号の良さが良いことがわかる．

なお，3体以上のソーラス符号の計算機実験は行え

ていない．たとえば N = 1000のとき K = 2ならば

1000個のビットの中から 2つの積をとる組み合わせは

1000C2 = 499500 となるのに対して，K = 3 ならば

1000C3 = 332334000となり計算量的困難に陥ってしま

うためである．
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図 9: K体のソーラス符号におけるMの理論曲線 (J0 =

1，J2 = 1)
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6 むすび

シャノン限界を漸近的に満たす通信路符号化のひと

つであるソーラス符号に関して，AWGN通信路におけ

る誤り訂正能力についてレプリカ法を用いた理論計算

と計算機実験を比較することで調べた．計算機実験で

はビット数 N = 1000程度でも良好な復号の良さが得

られることがわかった．理論計算では西森温度 βN で最

大値を取ることが示され，計算機実験の結果と比較的

よく一致する理論曲線が得られた．また，送信信号の

強さ J0と白色ガウス雑音の分散 J2の値の変化による

復号の良さの変化について J0が強く作用することがわ

かった．さらに，3体以上のソーラス符号についても 2

体と同様に西森温度 βN で最大値を取り，2体よりも復

号の性能が良いことがわかった．しかし，K の値が増

えると計算量が大幅に増加することからメモリ不足や

計算時間がかかりすぎるという問題が明らかになった．

本稿では相互作用 {Jij}はクエンチ（凍結）されて
おり，ビットだけがダイナミクスを持つモデルを考え

た．これに対し，ビットの変化よりもゆっくりではあ

るが相互作用自身も変化するシステムを考えることも

可能でありこの枠組みはパーシャルアニーリングと呼

ばれている [6, 7, 8, 9]．

三好らは２体のソーラス符号にパーシャルアニーリ

ングを適用した場合の解析を行った [10]．その結果相

互作用をビットのヘブ則で変化させるとビットの逆温

度 β の広い範囲で復号の良さM がフラットになるが，

レプリカ対称解で相互作用の逆温度 β̃ とヘブ則の強さ

εを大きくした場合にはM が通常の有限温度復号の値

よりも大きくなるものの，計算機実験の結果とは一致

しないことがわかった．この解析からソーラス符号に

パーシャルアニーリングを用いればM が通常の有限温

度復号の値よりも良くなる可能性があることが示され

たといえるので，今後はその条件について詳しく調べ

る予定である．
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