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あらまし

同定を行いたい未知システムそのものの出力は観測で

きず，そのかわりにその未知システムと似た複数の疑似

システムの出力が観測できるモデルについて統計力学的

手法を用いた解析を行う．LMSアルゴリズムを用いる
場合について理論的な解析を行った結果，ステップサイ

ズパラメータが 1より小さい場合には疑似システムの数
が多いほど，また，疑似システムの多様性が豊かである

ほど二乗平均誤差が小さくなるが，ステップサイズパラ

メータが 1より大きい場合には逆であることが明らかに
なった．また，疑似システムの多様性が十分に豊かであ

るときには，ステップサイズパラメータが小さく，疑似

システム数が大きい極限で完全なシステム同定が実現さ

れることが明らかになった．

Abstract

We have analyzed a model in which an output of an
unknown system itself can not be observed and out-
puts of false systems which are similar to the unknown
system can be observed. Calculating the mean-squared
error of an adaptive filter analytically using statistical
mechanics, it has been proven that when the step-size
parameter satisfies η < 1, the larger the number K

and the diversity of the false systems are, the smaller
the mean-squared error is. On the other hand, when
the step-size parameter satisfies η > 1, the smaller the
number and the diversity of the false systems are, the
smaller the mean-squared error is. When the diversity
of the false systems is rich enough, the unknown sys-
tem is perfectly identified in the limit of η → 0 and

K → ∞.

1 まえがき

観測データを用いてその背後にあるデータの生成過

程を推定することは一般に学習と呼ばれる．教師つき学

習においては観測データは教師の入出力であり，これは

例題とも呼ばれる．学習はバッチ学習とオンライン学習

[1]に大別できる．バッチ学習においては与えられたいく
つかの例題を繰り返し使用する．この場合，生徒が適切

な自由度を持っていればすべての例題に正しく答えられ

るようになるが，それまでに長い時間が必要である．ま

た，多くの例題を蓄えておくメモリが必要である．これ

に対してオンライン学習では一度使った例題は捨ててし

まう．この場合，過去に使った例題に対して生徒が必ず

正しく答えられるとは限らないが，多くの例題を蓄えて

おくためのメモリが不要であり，また時間的に変化する

教師にも追随できるなどの利点がある．これまでに我々

はオンライン学習の枠組みでいくつかのモデルの汎化

能力について統計力学的手法を用いた解析を行ってきた

[2, 3, 4, 5, 6]．
本論文では同様の手法を用いてシステム同定の問題

[7, 8] を議論する．すなわち，同定を行いたい未知シス
テムそのものの出力は観測できず，そのかわりにその未

知システムと似た複数の疑似システムの出力が観測でき

るモデルについて統計力学的手法を用いた解析を行う．

適応フィルタの更新に LMSアルゴリズムを用いる場合
について理論的な解析を行った結果，ステップサイズパ

ラメータが 1より小さい場合には疑似システムの数が多
いほど，また，疑似システムの多様性が豊かであるほど

誤差が小さくなるのに対して，ステップサイズパラメー



タが 1より大きい場合には逆であることが明らかにな
る．また，疑似システムの多様性が十分に豊かであると

きには，ステップサイズパラメータが小さく，疑似シス

テム数が大きい極限で完全なシステム同定が実現される

ことが明らかになる．

2 モデル

本論文では 1個の未知システム，K個の疑似システム，

1個の適応フィルタを考える．信号処理の分野ではこれ
らのシステムやフィルタとしてタップ付き遅延線フィル

タを考える場合が多いが，本論文ではいわゆる独立理論

（the independent theory）[7, 8] に基づき，それらはす
べて線形パーセプトロンであるとして議論を進める．線

形パーセプトロンの動作については後で詳述する．

未知システム，疑似システム，適応フィルタのタップ係

数をそれぞれ A，Bk，J とする．ただし k = 1, . . . , K

である．なお，本論文では簡単のため未知システムのタッ

プ係数，疑似システムのタップ係数，適応フィルタのタッ

プ係数のことをそれぞれ単に未知システム，疑似システ

ム，適応フィルタと呼ぶことにする．未知システムA =
(A1, . . . , AN )，疑似システムBk = (Bk1, . . . , BkN )，適
応フィルタJ = (J1, . . . , JN )および入力x = (x1, . . . , xN )
は N 次元ベクトルであり，Aの各要素 Aiは平均 0，分
散 1のガウス分布にしたがい独立に生成され，不変であ
るとする．Bkの各要素 Bkiは平均 0，分散 1のガウス
分布にしたがい，不変であるとする．また，BkとAの

方向余弦は RBk，Bkと Bk′ の方向余弦は qkk′ である

とする．Jの初期値 J0 の各要素 J0
i は平均 0，分散 1の

ガウス分布にしたがい独立に生成されるものとし，Jと

Aの方向余弦は RJ，Jと Bkの方向余弦は RBkJ であ

るとする．また，xの各要素 xiは平均 0，分散 1/N の

ガウス分布にしたがい独立に生成されるものとする．以

上より，

〈Ai〉 = 0,
〈
(Ai)

2
〉

= 1, (1)

〈Bki〉 = 0,
〈
(Bki)

2
〉

= 1, (2)〈
J0

i

〉
= 0,

〈(
J0

i

)2〉
= 1, (3)

〈xi〉 = 0,
〈
(xi)

2
〉

=
1
N

, (4)

RBk =
A · Bk

‖A‖‖Bk‖ , qkk′ =
Bk · Bk′

‖Bk‖‖Bk′‖ , (5)

RJ =
A · J

‖A‖‖J‖ , RBkJ =
Bk · J

‖Bk‖‖J‖ . (6)

ここで，〈·〉は平均を表す．未知システムA，疑似システム

Bk，適応フィルタJおよび方向余弦 qkk′ , RBk, RJ , RBkJ

の関係を図 1に示す．

図 1: 未知システムA，疑似システムBk，適応フィル

タ J．qkk′ , RJ , RBk, RBkJ は方向余弦である．

本論文では，N → ∞の熱力学的極限を考えることに
する．このとき，

‖A‖ =
√

N, ‖Bk‖ =
√

N, ‖J0‖ =
√

N, ‖x‖ = 1.

(7)

となる．適応フィルタのノルム ‖J‖ は一般には時間の
経過とともに変化するが，初期値

√
N に対する比を lm

とし，適応フィルタの長さと呼ぶことにする．すなわち，

‖Jm‖ = lm
√

N である．mは時間ステップである．

未知システムの出力は ym + nm
A，疑似システムの出

力は vm
k + nm

Bk，適応フィルタの出力は umlm + nm
J で

ある．ここで，

ym = A · xm, (8)

vm
k = Bk · xm, (9)

umlm = Jm · xm, (10)

nm
A ∼ N (

0, σ2
A

)
, (11)

nm
Bk ∼ N (

0, σ2
Bk

)
, (12)

nm
J ∼ N (

0, σ2
J

)
. (13)

である．N (
0, σ2

)
は平均 0，分散 σ2のガウス分布を表

す．つまり，未知システムの出力，疑似システムの出力，

適応フィルタの出力にはそれぞれ分散 σ2
A, σ2

Bk, σ2
J の互

いに独立なガウス雑音が重畳されている．またこのとき，

y，vk，uは平均 0，分散 1のガウス分布にしたがう確率
変数となる．

いま，未知システムAと疑似システムBkの誤差 εBk

を両者の出力の二乗誤差で定義する．すなわち，

εm
Bk ≡ 1

2
(ym + nm

A − vm
k − nm

Bk)2 . (14)



同様に，疑似システム Bk と適応フィルタ J の誤差

εBkJ を両者の出力の二乗誤差で定義する．すなわち，

εm
BkJ ≡ 1

2
(vm

k + nm
Bk − umlm − nm

J )2 . (15)

適応フィルタ Jは入力 xとそれに対するK 個の疑似

システムBkの出力を順番に用いて最小二乗平均 (LMS)
アルゴリズムにより学習を行うものとする．すなわち，

Jm+1 = Jm − η
∂εm

BkJ

∂Jm (16)

= Jm + η (vm
k + nm

Bk − umlm − nm
J )xm, (17)

k = mod (m,K) + 1. (18)

ここで，ηは適応フィルタのステップサイズパラメータ

であり定数とする．また，mod (m, K)はmをKで割っ

た余りを表す．

更新則を一般化すると以下のように表せる．

Jm+1 = Jm + fkxm (19)

= Jm + f (vm
k + nm

Bk, umlm + nm
J )xm, (20)

k = mod (m, K) + 1. (21)

ここで，f は更新量を表す関数であり更新則によって決

定される．

また，未知システムAと適応フィルタ J の誤差 εJ も

両者の出力の二乗誤差で定義しておく．すなわち，

εm
J ≡ 1

2
(ym + nm

A − umlm − nm
J )2 . (22)

3 理論

3.1 二乗平均誤差

統計的学習理論の分野においては教師と生徒の誤差の

平均（入力に関する平均）は汎化誤差 (Generalization
Error)と呼ばれ，これを理論的に求めることが大きな目
的である．汎化誤差は適応信号処理の分野においては二

乗平均誤差 (Mean-Squared Error)に相当する．個々の
疑似システム Bk の二乗平均誤差 εBkg，適応フィルタ

Jの二乗平均誤差 εJg はそれぞれ以下のように計算され

る．なお，以後は時間ステップを表す添字 mは特に必

要な場合を除いて省略する．

εBkg =
∫

dxdnAdnBkP (x, nA, nBk) εBk (23)

=
∫

dydvkdnAdnBkP (y, vk, nA, nBk)

× 1
2

(y + nA − vk − nBk)2 (24)

=
1
2
(−2RBk + 2 + σ2

A + σ2
Bk

)
, (25)

εJg =
∫

dxdnAdnJP (x, nA, nJ) εJ (26)

=
∫

dydudnAdnJP (y, u, nA, nJ)

× 1
2

(y + nA − ul − nJ)2 (27)

=
1
2

(
−2RJ l + (l)2 + 1 + σ2

A + σ2
J

)
. (28)

ここで積分の実行には，y, vk, uが平均 0，分散 1の
ガウス分布に従うこと，yと vkの共分散が RBk，vkと

uの共分散が RBkJ，yと uの共分散が RJ であること，

および，nA，nBk，nJ はいずれも他の確率変数とは独

立であることを利用した．

3.2 巨視的変数の微分方程式とその解

解析を容易にするため，以下の補助的な巨視的変数を

導入する．

rJ ≡ RJ l, (29)

rBkJ ≡ RBkJ l. (30)

今回，巨視的変数のダイナミクスを記述する連立微分

方程式 [9, 10]を熱力学的極限における自己平均性に基
づき以下のような決定論的な形で導出した [2]．ここで
タップ数N は疑似システムの数Kよりも十分大きいも

のとし，また，時間ステップ mをタップ数N で正規化

した値を時間 tとしている．

drBkJ

dt
=

1
K

K∑
k′=1

〈fk′vk〉, (31)

drJ

dt
=

1
K

K∑
k=1

〈fky〉, (32)

dl

dt
=

1
K

K∑
k=1

(
〈fku〉 +

1
2l
〈f2

k 〉
)

. (33)

本論文では未知システム，疑似システム，適応フィル

タは線形であるので，これらの連立微分方程式に現れる

サンプル平均は以下のように容易に計算することがで



きる．

〈fku〉 = η
(rBkJ

l
− l
)

, (34)

〈f2
k 〉 = η2

(
(l)2 − 2rBkJ + 1 + σ2

Bk + σ2
J

)
,

(35)

〈fky〉 = η (RBk − rJ ) , (36)

1
K

K∑
k′=1

〈fk′vk〉 = η

(
−rBkJ +

1
K

K∑
k′=1

qkk′

)
. (37)

本論文では未知システムA，適応フィルタ Jの初期値

J0 の各要素は平均 0，分散 1のガウス分布にしたがい
独立に生成され，また，N → ∞の熱力学的極限を考え
ているので，初期状態においてこれらは直交しており，

R0
J = 0 (38)

である．また，

l0 = 1 (39)

である．式 (34)–(39)を用いて連立微分方程式 (31)–(33)
は以下のように解析的に解ける．

rBkJ =
1
K

K∑
k′=1

qkk′
(
1 − e−ηt

)
, (40)

rJ =
1
K

K∑
k=1

RBk

(
1 − e−ηt

)
, (41)

(l)2 =
1

2 − η

[
2 (1 − η) q̄ + η

(
1 + σ̄2

B + σ2
J

)]

+
[
1 +

1
2 − η

(
η
(
1 + σ̄2

B + σ2
J

)
− 2q̄

)]

× eη(η−2)t − 2q̄e−ηt, (42)

ここで，

q̄ =
1

K2

K∑
k=1

K∑
k′=1

qkk′ , (43)

σ̄2
B =

1
K

K∑
k=1

σ2
Bk, (44)

である．

4 結果と議論

以下では疑似システムと未知システムの方向余弦，疑

似システム間の方向余弦，および，それらに重畳される

雑音の分散が一様である場合について計算を行う．すな

わち，

RBk = RB , k = 1, . . . , K, (45)

qkk′ =

{
q, k 	= k′,
1, k = k′,

(46)

σ2
Bk = σ2

B , (47)

であるとする．この場合，式 (43)，(44) は，

q̄ = q +
1 − q

K
, (48)

σ̄2
B = σ2

B , (49)

となる．

式 (28)，(29)，(40)–(49)を用いて理論的に計算され
る二乗平均誤差 εJgのダイナミクスを計算機シミュレー

ションの結果と重ねて図 2に示す．計算機シミュレーショ
ンは N = 2000で実行し，二乗平均誤差は各時点で 104

個のランダム入力に対する誤差の平均を計算することに

より計算した．疑似システムの二乗平均誤差 εBgも重ね

て描いた．また，このときの RJ と lのダイナミクスを

図 3に示す．
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図 2: 二乗平均誤差 εJgのダイナミクス. 理論と計算機シ
ミュレーション．q以外の条件は η = 0.3, K = 3, RB =
0.7, σ2

A = 0.0, σ2
B = 0.1, σ2

J = 0.2である．

これらの図において曲線は理論計算の結果を，+,×, ∗, �,

■などの印は計算機シミュレーションの結果を表す．また，

q 以外の条件は共通で η = 0.3, K = 3, RB = 0.7, σ2
A =

0.0, σ2
B = 0.1, σ2

J = 0.2 である．これらを見ると以下の
ことがわかる．図 2より，qが小さいほど，すなわち，

疑似システムの多様性が豊かであるほど適応フィルタの

二乗平均誤差 εJgは小さい．特に q = 0.6と q = 0.49の
場合には t = 5付近で適応フィルタの二乗平均誤差が疑
似システムの二乗平均誤差よりも小さくなっている．す

なわち，このモデルの適応フィルタは疑似システムの出

力だけを更新に用いるにもかかわらず，疑似システムよ



りも高性能になりうる．また，図 3より，疑似システム
の多様性が豊かであるほど未知システムと適応フィルタ

の方向余弦 RJ は大きく，適応フィルタの長さ lは小さ

いことがわかる．なお，図 2，図 3において qの最小値

(0.49)を RB(0.7)の 2乗としている理由については後述
する．
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図 3: RJ と lのダイナミクス. 理論と計算機シミュレー
ション．q以外の条件は η = 0.3, K = 3, RB = 0.7, σ2

A =
0.0, σ2

B = 0.1, σ2
J = 0.2である．

図 2，3 を見ると，適応フィルタの二乗平均誤差 εJg

や RJ , lは t = 20でほぼ定常値に達しているように見え
るが，今回巨視的変数が解析的に得られているのでこれ

らの t → ∞におけるふるまいについては理論的な洞察
が可能である．すなわち，式 (40)–(42) の指数関数のべ
きの符号に着目することにより 0 < η < 2でなければ適
応フィルタの二乗平均誤差 εJgや長さ lは発散すること

がわかる．0 < η < 2の場合については，式 (40)–(42)
において t → ∞ とすることにより二乗平均誤差 εJgや

RJ , lの定常値は以下のように容易に得られる．

rBkJ → q +
1 − q

K
, (50)

rJ → RB, (51)

l2 → 1
2 − η

×
(

2 (1 − η)
(

q +
1 − q

K

)

+η
(
1 + σ2

B + σ2
J

))
. (52)

式 (50)–(52)より以下のことがわかる．η = 1の場合
には長さ lの定常値は疑似システム数 K や疑似システ

ム間の類似度 qに依存しない．よってこの場合，二乗平

均誤差 εJg や方向余弦 RJ の定常値は K や qに依存し

ない．0 < η < 1の場合には qが小さいほど，また，K

が大きいほど lと εJg の定常値は小さくなり，RJ の定

常値は大きくなる．1 < η < 2の場合には逆に qが小さ
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図 4: K = 3の場合の二乗平均誤差 εJg の定常値. 理
論と計算機シミュレーション．K, q以外の条件は RB =
0.7, σ2
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いほど，また，Kが大きいほど lと εJgの定常値は大き

くなり，RJ の定常値は小さくなる．
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図 5: K = 3 の場合の RJ の定常値. 理論と計算機
シミュレーション．q 以外の条件は K, q 以外の条件は

RB = 0.7, σ2
A = σ2

B = σ2
J = 0.0である．

すなわち，η < 1の場合には疑似システムの数が多い
ほど，また，疑似システムの多様性が豊かであるほど適

応フィルタは高性能になれるのに対し，η > 1の場合に
は逆に適応フィルタが高性能になるためには疑似システ

ムの数は少ない方が良く，また，疑似システムの多様性

は乏しい方が良い．

式 (52)より η → 0, K → ∞の極限で l → √
qとなる

のでこのとき式 (29)，(51)より RJ → RB/
√

qとなるこ

とがわかる．ところで一般に次元が大きいあるベクトル

Xがあって，Xとの方向余弦が R0であるような二個の

ベクトル Y と Z を独立に生成したとき，Y と Z の方

向余弦は q0 = R2
0である [5]．このことから，未知シス

テムとの方向余弦が RB一定という拘束条件のもとで疑

似システムたちが独立に生成されたほど十分な多様性を
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図 6: q = 0.49の場合の二乗平均誤差 εJg の定常値. 理
論と計算機シミュレーション．q, K以外の条件は RB =
0.7, σ2

A = σ2
B = σ2

J = 0.0である．

持っているとき，ステップサイズパラメータ ηが小さく，

かつ，疑似システム数Kが多い極限で，またそのとき

に限り，適応フィルタと未知システムの方向余弦 RJ は

雑音の分散によらず 1になる．RJ が 1になれば，その
後，適応フィルタのすべてのタップ係数を lで割ること

により，完全なシステム同定が実現されることになる．
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図 7: q = 0.49の場合の RJ の定常値. 理論と計算機シ
ミュレーション．q, K 以外の条件は K, q以外の条件は

RB = 0.7, σ2
A = σ2

B = σ2
J = 0.0である．

適応フィルタのステップサイズパラメータ ηと二乗平

均誤差 εJg，方向余弦 RJ の定常値の関係の計算例を図

4～図 7に示す．これらのうち，図 4，5はK = 3固定で
qを変えた場合であり，図 6，7は q = 0.49固定でKを

変えた場合である．K, q 以外の条件は RB = 0.7, σ2
A =

σ2
B = σ2

J = 0.0である．また，計算機シミュレーション
は η = 0.3, 0.6, 1.0, 1.4, 1.7で実行し，いずれの場合にお
いても十分定常に達していると判断される t = 20の値
をプロットしている．

これらの図から以下のことがわかる．ステップサイズ

パラメータ ηが小さいほど二乗平均誤差 εJg は小さく，

方向余弦 RJ は大きい．また，η = 2で εJg が発散し，

RJがゼロになる相転移現象が起こることが確認される．

η < 1の場合には，疑似システムの数Kが多いほど，ま

た，疑似システム間の類似度 qが小さいほど（疑似シ

ステムの多様性が豊かであるほど）二乗平均誤差 εJgは

小さくなり，方向余弦 RJ は大きくなる．これに対し，

η > 1の場合には逆になっている．
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