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1 はじめに

学習とは観測データを用いてその背後にあるデータの

生成過程を推定することである．教師つき学習において

は観測データは教師の入出力であり，これは例題とも呼

ばれる．学習はバッチ学習とオンライン学習 [1, 3]に大
別できる．バッチ学習においては与えられたいくつかの

例題を繰り返し使用する．この場合，生徒が適切な自由

度を持っていればすべての例題に正しく答えられるよう

になるが，それまでに長い時間が必要である．また，多

くの例題を蓄えておくためのメモリが必要である．これ

に対してオンライン学習では一度使った例題は捨ててし

まう．この場合，過去に使った例題に対して生徒が必ず

正しく答えられるとは限らないが，多くの例題を蓄えて

おくためのメモリが不要であり，また時間的に変化する

教師にも追随できるなどの利点がある．

本稿では相関のある入力を使う学習の解析をする．手

書き文字認識を例に取ると，文字を認識するためには，ま

ず例題を集めなければならない．そのとき，ある程度の

人数を集めてひとりひとりにいろいろな字を書いてもら

うわけだが，同一人物が書く文字はよく似ている．すな

わち，相関がある．このように実際のパターン認識への

応用を考えた場合，相関がある入力に対するふるまいを

理論的に解析しておくことは有意義である．

本稿では理論的なとり扱いを容易にするため学習機械

は線形パーセプトロンとし，入力が相関を持つような場

合の学習についてオンライン学習の枠組みで統計力学的

手法を用いた解析 [2, 3, 4, 5, 6]を行う．

2 モデル

本稿では教師，生徒の二個の線形パーセプトロンを考

え，それぞれの結合荷重をB，J とする．なお，本稿では

簡単のため，教師の結合荷重，生徒の結合荷重のことをそ

れぞれ単に教師，生徒と呼ぶことにする．教師B=(B1,…

, BN )，生徒 J=(J1,…, JN )および入力 x=(x1,…,xN )は
N 次元ベクトルであり，教師Bの各要素Biは平均 0，分
散 1のガウス分布にしたがい独立に生成され，不変であ
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るとする．J の初期値 J0の各要素 J0
i は平均 0，分散 1

のガウス分布に従い独立に生成されるものとする．すな

わち，

〈Bi〉 = 0, 　〈(Bi)2〉 = 1, (1)

〈J0
i 〉 = 0, 　〈(J0

i )
2〉 = 1, (2)

ここで，〈·〉 は平均をあらわす．
また，x の要素 xiは以下のように生成される．

ξm = (ξm
1 ,…, ξm

N )T (3)

xm
j = (xm

j1,…, xm
jN )T (j = 1,…K) (4)

P (ξm
i = ±1) =

1
2

(5)

P (xm
ji = ± 1√

N
) =

1 ± aξm
i

2
(6)

ここで mは時刻ステップであり，aはξと xj の方向余弦

である．式 (3)～(6)は，時刻mでまずξがランダムに生

成され，ξとの方向余弦が aである入力パターン xjを K

個生成することを意味している．すなわち，中心ξの周り

に入力xjを K 個用意し，それをひとつのセットとして

学習に用いる．なお，各中心ξは互いに相関が無いものと

する．

本稿では，N → ∞の熱力学的極限を考えることにす
る．このとき，

‖B‖ =
√

N, 　　‖J0‖ =
√

N (7)

である．生徒の大きさ ‖J‖は一般には時間の経過ととも
に変化するが，初期値

√
N に対する比を lとし，これを

生徒の長さと呼ぶことにする．すなわち，‖J‖ = l
√

Nで

ある．

教師の出力 v，生徒の出力 ulは，それぞれ以下の通り

であり，このとき，v, uは平均 0，分散 1のガウス分布に
したがう確率変数となる．

v = B·x, (8)

ul = J·x (9)

本稿で扱うモデルにおいては，生徒 J は入力 x とそれ

に対する教師 B の出力を用いて結合荷重の更新を行う．

ただし，教師の出力 v，生徒の出力 ulにはそれぞれ分散



σ2
B , σ2

J の互いに独立なガウス雑音 nB, nJ が重畳される

ものとする．すなわち，

nB ∼ N (0, σ2
B), 　nJ ∼ N (0, σ2

J ) (10)

ここで，N (0, σ2)は平均 0，分散 σ2のガウス分布を表す．

いま，教師と生徒の誤差 εを両者の二乗誤差で定義す

る．すなわち

ε ≡ 1
2

(vm + nm
B − umlm − nm

J )2 (11)

また，生徒は学習に勾配法を用いるものとする．この

とき，K 個の例題を同時に用いるので

Jm+1 = Jm +
K∑

j=1

η
∂εm

∂Jm
(12)

= Jm +
K∑

j=1

fm
j xm

j (13)

fm
j = η

(
vm

j + nm
Bj − (umlm)j − nm

Jj

)
(14)

ここで，ηは生徒の学習係数であり，定数とする．

3 理論

3.1 汎化誤差

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差 εgを理論的

に求めることである [3, 4, 5, 6]．汎化誤差は未知の入力，
雑音に関する誤差の平均である．よって生徒の汎化誤差

εgは以下のように計算できる．

εg =
∫

dxdnBdnJP (x, nB, nJ)ε (15)

=
∫

dudvdnBdnJP (u, v, nB, nJ)

× 1
2
(v + nB − ul − nJ )2 (16)

=
1
2
〈v2 + u2l2 − 2vul + n2

B + n2
J

+ 2nB(v − ul)− 2nJ(v − ul)〉 (17)

=
1
2
(1 + l2 − 2Rl + σ2

B + σ2
J) (18)

ここで，Rは B と J の方向余弦である．

3.2 巨視的変数の微分方程式とその解

lとRのダイナミクスを記述する連立微分方程式はN →
∞の熱力学的極限における自己平均性に基づき以下のよ

うに決定論的な形で導出できる [2, 3, 4, 5, 6]．

dr

dt
=K〈fivi〉 (19)

2l
dl

dt
=2Kl〈fiui〉 + K〈f2

i 〉 + K(K − 1)〈fifj〉〈xixj〉
(20)

ここで，rは解析を容易にするために導入した補助的な

巨視的変数で，r = Rlである．

この連立微分方程式に現れるサンプル平均は v, uが平

均 0，分散 1，共分散 R の二重ガウス分布に従う確率変

数であることを用いて以下のように計算できる．

〈fivi〉 = η(1 − r) (21)

〈fiui〉 = η(r − l2) (22)

〈f2
i 〉 = η2(1 + σ2

J + σ2
B + l2 − 2r) (23)

〈fifj〉 = η2a2(1 − 2r + l2) (24)

〈xixj〉 = a2 (25)

本稿では教師B，生徒 J の初期値 J0 の各要素は平均

0，分散 1のガウス分布にしたがい独立に生成され，また，
N → ∞の熱力学的極限を考えているので，初期状態に
おいてこれらはすべて直交しており，R0 = 0である．ま
た，l0 = 1である．これらを用いて連立微分方程式 (19)
～(25)は以下のように解析的に解くことができる．

r = 1 − e−Kηt (26)

l =
√
−2e−Kηt +

η

A
σ2 + 1 +

(
2 +

η

A
σ2

)
eKηAt (27)

ここで，

A = η(a4(K − 1) + 1) − 2 (28)

σ2 = σ2
B + σ2

J (29)

である．

4 結果と議論

式 (18)を用いて理論的に計算される汎化誤差 εg のダ

イナミクスを計算機シミュレーションの結果と重ねて図

1，図 2に示す．計算機実験は N = 1000で実行し，その
際の汎化誤差は各時点で 10000 個のランダム入力に対す
る教師と生徒の二乗誤差の平均を計算することにより求

めた．また，このときの R, lを図 3から図 6に示す．
これらの図において曲線は理論値を，+,×等の印は計
算機実験の値を表す．また，σ2

B, σ2
J 以外の条件は共通で，

K = 3, η = 1.0である．図 1,3,5は σ2
B = 0, σ2

J = 0の場
合の結果であり，図 2,4,6は σ2

B = 0.1, σ2
J = 0.2の場合の
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図 1: η = 1.0の場合の汎化誤差 εg. 理論と計算機実験．η

以外の条件は K = 3, σ2
B = 0, σ2

J = 0
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図 2: η = 1.0の場合の汎化誤差 εg. 理論と計算機実験．η

以外の条件は K = 3, σ2
B = 0.1, σ2

J = 0.2

結果である．図 1–6において理論と計算機実験の値はよ
く一致しており，理論が正しく導出されたといえる．

図 1と図 3から，a = 0.8と a = 0.9では学習のよう
すが質的に違うことがわかる．すなわち，a = 0.8の場合
には汎化誤差はゼロに漸近し，方向余弦 Rは 1に漸近す
るように見える．一方，a = 0.9の場合には汎化誤差は発
散し，Rは 0に漸近している．今回，汎化誤差や巨視的
変数R, lが時間の関数として解析的に得られているので，

t → ∞におけるこれらのふるまいについても理論的な洞
察が可能である．K > 0, η > 0であるから，式 (26)より

r → 1 (30)

である．式 (27)の指数関数のべきの符号に着目すること
により

KηA > 0 (31)

の場合には生徒の長さ lは発散する．このことと式 (30)
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図 3: η = 1.0の場合の R. 理論と計算機実験．η以外の
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より R → 0であることがわかる．またこのとき式 (18)
より汎化誤差は発散する．

一方，

KηA < 0 (32)

の場合には

l →
√

η

A
σ2 + 1 + (2 +

η

A
σ2)eKηAt (33)

である．特にノイズが無い場合（σ2 = 0）については
l → 1となる．このことと式 (18),(30)より，このとき汎
化誤差 εg → 0，方向余弦 R → 1 であることがわかる．
式 (28),(32)より，汎化誤差が収束するために学習係数

ηが満たすべき条件は

0 < η <
2

a4(K − 1) + 1
(34)

であることがわかる．
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図 5: η = 1.0の場合の汎化誤差 l. 理論と計算機実験．η
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図 6: η = 1.0の場合の l. 理論と計算機実験．η以外の条

件は K = 3, σ2
B = 0.1, σ2

J = 0.2

5 今後の予定

式 (34)や図 1，図 2から，同時に使う入力間の相関 a

が大きいほど，また，同時に使う入力の数Kが多いほど，

学習係数 ηが満たすべき条件は厳しくなる．また，学習

が収束する場合でもその速度が遅くなる．今後は相関 a

の影響を受けない学習則の提案とその解析をおこなう予

定である．
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