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このノートは，2024年 11月 8日に兵庫県立姫路商業高等学校にて開催された「令和６年度兵

庫県数学教育会高等学校部会　西播磨支部　研究協議会」での講演会で配布した資料です。本

バージョンは，講演後に若干の加筆・修正を行ったものになります。

今回の講演会でお話をさせていただくことになったのは，今年の夏，兵庫県高等学校数学研

究部会が主催する懇談会にて，本学数学科を卒業し，現在，兵庫県県立相生高等学校で先生を

されている山本佑樹先生と 10数年ぶりにお会いし，依頼を受けたことによります。

講演内容は有理数の家系図から広がる数学の世界であり，最初の方は高校生でも理解できる

内容になっています。Farey和と呼ばれる有理数に対する演算 (=分母同士・分子同士をそれぞ

れ足す操作)をもとに正の有理数の家系図ができ，その中に有理数を頂点にもつ三角形や多角形

が見出され，それは数の繰り返し模様を生み出します。その繰り返し模様は，有理数の連分数

展開，結び目，ローラン多項式とも関係し，様々な数学と結びついて発展し続けています。今

回の話は，現代数学に直結しているにも関わらず，素朴で，難しい考え方を必要としない部分

がたくさん含まれています。ぜひ，課題研究の素材として使っていただければ嬉しいです。

相生高等学校の小田昌史校長，山本佑樹先生を始め，会場までの案内，会場でPCの接続，控

え室への案内など赤穂高校，姫路商業高等学校の先生方に大変お世話になりました。ここに記

して感謝申し上げます。



§1. 有理数の Farey和と家系図から祖先三角形・Conway-Coxeterフリーズへ

この講演では，有理数は

• 0 以上のものだけを考え，

• 既約分数で表わすときの分母は正とし，

• ∞ = 1
0
も特別に含める。

定義 1-1 既約分数 p
q
, r
s
が Fareyネイバーであるとは，rq − ps = 1 が満たされるときを

いい， p
q
⊕ r

s
:=

p+ r
q + s

を Farey和という (これは再び既約分数になる)。

例 1-2
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Farey和は次の性質を持つ。

• a
b
=

p
q
⊕ r

s
=⇒ b

a
= s

r
⊕ q

p
.

• 任意の非負有理数は 0
1
と 1

0
から ⊕ を有限回施すことにより得られる。

• 任意の有理数 αに対して，次式を満たすFareyネイバー p
q
, r
s
がただ一組存在する：

(1.1) α =
p
q
⊕ r

s
.

条件 (1.1)を満たす Fareyネイバーの組
(
p
q
, r
s

)
を有理数 α の親と呼び， p

q
, r
s
をそれぞれ

α の左親，右親と呼ぶ。

Stern-Brocot木と呼ばれる二進木が次々に Farey和を付け加えることにより構成される。
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次の規則に基づいて描いた Stern-Brocot木上の三角形の「列」を有理数 α の祖先三角形と

いい，YAT(α) により表わす。祖先三角形の概念は山田修司 [23]により導入された。同じ概

念が別の観点からHatcherとOrtel [16]により発見されている。
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(i) α とその左親・右親を線で結び，三角形を描く。

(ii) α の親に対して，(i)と同様にその両親と線で結び，それらを頂点とする三角形を

描く。

(iii) (ii)の操作を 1
1
に到達するまで繰返し行い，最後に 1

1
, 0
1
, 1
0
を頂点とする三角形

を付け加える。

例 1-3 α = 5
3
の場合 1
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複数の正の有理数 α1, . . . , αr からも同様の手続きにより，祖先三角形 YAT(α1, . . . , αr) を作

ることができる。

例 1-4 α1 =
3
7
, α2 =

2
3
の場合 1
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各頂点に割り当てられた既約分数の分子に注目すると

1⃝ 0 が割り当てられた頂点が唯一存在する。

2⃝ 0 を割り当てた頂点と辺で結ばれるすべての頂点には 1 が割り当てられている。

3⃝ 三角形の 3 つの頂点に割り当てられている非負整数は a, b, a+ b である。
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注意. 既約分数の分母に注目しても，上と同じ結果が得られる。

数の繰り返し模様が以下の手続きにより得られる。まず，0 が割り当てられた頂点から出発

して，時計回りに 1 周して，頂点に割り当てられた分数の分子を順番に取り出し，0 を除いて

左上から右下に向かって斜めに配置する。
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ここで，見やすくするために，最上段の 1 のすぐ下と，最下段の 1 のすぐ上に線を引いて

いる。

次に，0 の位置を時計回りに 1 つずらして，上記と同じ規則が満たされるように各頂点に非

負整数を割り当てる。
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これを 0 の位置が最初に選んだ位置に戻るまで繰り返す。さらに，右と左に同じパターンを

コピーしていけば，帯状に並んだ数の繰り返し模様ができ上がる。

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 1 5 1 2 2 3 1 3 1
2 2 4 4 1 3 5 2 2 2 4

1 7 3 3 1 7 3 3 1 7
1 3 5 2 2 2 4 4 1 3 5

2 2 3 1 3 1 5 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

一般に，Conway-Coxeterフリーズ (略して CCF)とは，以下の 3 条件を満たすように正

の整数を配置した表のことをいう。

(CCF1) 行は有限であり，各行は左右に無限に延びている。

(CCF2) 最初と最後の行は 1 が並ぶ。

b
a d

c

(CCF3) 各隣接する 4 つの要素 a, b, c, d は右図のようにダイヤ

モンドの形を成し，ユニモジュラー規則 ad− bc = 1 を

満たす。

最初と最後の行に並ぶ 1 を除いた行数を CCFの幅と呼ぶ。

定理 1-5 (Coxeter [14])

(1) 幅 m のCCFは (m+ 3) を周期に持つ。特に，各行に並ぶ数字の列は周期 (m+ 3)

を持つ。

(2) CCFは水平中央線に関して映進対称性を持つ。

(3) CCFにおいて，第 2 行には少なくとも 1 つ「1」が現れる。

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3

1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 · · ·

· · · 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3

1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 つのCCFは，左右への平行移動，水平線・垂直線に関する鏡映，および，それらの合成に

よって移り合うとき，同値と考える。

注意. 平面における鏡映とは，ある直線 ℓ に沿った折り返しによる移動 (線対称移動)のことを

いい，映進とは，ある方向に平行移動したのち，移動した方向に関する鏡映を行う移動のこと

をいう。
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ある方向への平行移動は並進と呼ばれる。平面上の図形が，鏡映 (または映進または並進)に

より変わらないとき，その図形は鏡映対称性 (または映進対称性または並進対称性)をもつと呼

ばれる。

先ほどは祖先三角形 (= 正多角形の三角形分割)からCCFを作ったが，逆に，CCFから次の

ように既約分数列を取り出し，祖先三角形を作る方法が，小木曽岳義により発見されている [17]。

次の CCFの例を用いて説明する。

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 4 1 2 3 2 2 1 6 1 2 · · ·

7 3 1 5 5 3 1 5 5 1 7

· · · 5 2 2 8 7 1 4 4 4 3 · · ·

2 3 3 3 11      2 3 3 3 11      2

· · · 1 4 4 4 3 5 2 2 8 7 · · ·

3 1 5 5 1 7 3 1 5 5 3

· · · 2 1 6 1 2 4 1 2 3 2 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

このCCFに現れる数字の中の最大数である 11 に着目し，その数を通る左上から右下に伸び

る直線を引く。さらに，その左隣りに直線を引き，それらの 2 直線から分数列を取り出す。
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11

すると，分数列 “ 1
0
, 1
1
, 1
2
, 2
5
, 3
8
, 4
11

, 1
3
, 2
7
, 1
4
, 0
1
” が得られる。

この分数列から右図の正 10 角形の三角形分割が得られるが，ど

の隣接 2 直線を選んでも同じ三角形分割が得られる。

一般に，次が成立する。

定理 1-6 (Conway-Coxeter [2]) 正 n 角形の，新たに頂点を追加しない三角形分割の全体

と幅 (n− 3) のCCFの全体との間に 1 対 1 対応が存在する。ただし，正 n 角形の三角形分割

は回転で移り合うものを同一視し，CCFは平行移動で同じ配列となるものは同一視する。
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内部辺を持たない三角形分割は，上から下へ 1 が連続して繋がった列が存在する CCFと対

応する。このようなCCFはジグザグ型と呼ばれる。祖先三角形 YAT(α) から作られるCCFは

ジグザグ型である。

ジグザグ型 CCFにおいて，最大の整数とその周囲にある 4 つの整数が決定的な役割を果た

す [17, 18]。

1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 3 1 2 5 1 2 2 2

5 2 1 9⃝ 4 1 3 3 · · ·
· · · 3 1 4 7 3 1 4 7

4 1 3 3 5 2 1 9 · · ·
· · · 1 2 2 2 3 1 2 5

1 1 1 1 1 1 1 1 1

定理 1-7 (小木曽-W. [17]) α =
p
q
を 0 < α < 1 を満たす有理数とし，

(
x
r
,
y
s

)
を α の両

親とする。このとき，祖先三角形 YAT(α) から作られるジグザグ型CCFにおいて q は最大の

整数であり，その周囲にある整数は次の既約分数の分子として与えられる。

(1.2) α =
p
q
, i(α) =

q − p
q

, r(α) = r
q
, (ir)(α) = s

q
.

注意. pp′ ≡ 1 (mod q) を満たす p′ ∈ {1, . . . , q − 1} をとると，

(1.3) (ir)(α) =
q − p′

q
, r(α) =

p′

q
.

ジグザグ型でない CCF

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 4 1 2 3 2 2 1 6 1 2 · · ·
7 3 1 5 5 3 1 5 5 1 7

· · · 5 2 2 8 7 1 4 4 4 3 · · ·
2 3 3 3 11 2 3 3 3 11 2

· · · 1 4 4 4 3 5 2 2 8 7 · · ·
3 1 5 5 1 7 3 1 5 5 3

· · · 2 1 6 1 2 4 1 2 3 2 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

を考えると，6, 7, 11 は，左上から右下へ伸びる直線上の数値における極大値であり，かつ，右

上から左下へ伸びる直線上の数値における極大値である (7 については一部例外があるが，そう

なっている箇所がある)。この数値 6, 7, 11 の組は CCFの不変量である。

問 1-8 ジグザグ型でないCCFを含めて，2 斜線から見て極大な整数を分母に，その周囲にあ

る 4 つの整数を分子にして有理数を作ると，それらは何か意味のある有理数になっているか？

祖先三角形と連分数展開は密接に関係している。このことを説明しよう。
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1

0

0

1

左三角形

右三角形

祖先三角形 YAT(α) を構成する基本三角形は，左三角

形と右三角形に分類される。ただし，α を頂点とする基本

三角形のみ，左三角形でありかつ右三角形である。

0 < α < 1 とし，YAT(α) の基本三角形を上から順に，

右三角形の個数と左三角形の個数を交互に数えて，自然数

a1, a2, . . . , an を定める。このとき，

(1.4) α = [0, a1, . . . , an]

が成り立つ。ここで，右辺は (正則)連分数を表わし，整数 a0 と自然数 a1, . . . , an に対して，

[a0, a1, . . . , an−1, an] = a0 +
1

a1 +
1

. . . + 1

an−1 +
1
an

例 1-9 YAT
(
16
23

)
=

1

0

0

1

1

1
2

3

1

2

7

10

3

4

16

23

9

13

より 7
10

= [0, 1, 2, 3], 16
23

= [0, 1, 2, 3, 2].

補題 1-10 α = [a0, a1, . . . , an] (a0 ∈ {0} ∪ N, a1, . . . , an ∈ N) に対し，n が偶数のとき，

β =

{
[a0, a1, . . . , an−1, an − 1] (an ≥ 2),

[a0, a1, . . . , an−2] (an = 1)

γ = [a0, a1, . . . , an−1]

は Fareyネイバーであり，α = β ⊕ γ が成り立つ。

例 1-11 16
23

= [0, 1, 2, 3, 2] = [0, 1, 2, 3, 1]⊕ [0, 1, 2, 3] = [0, 1, 2, 4]⊕ [0, 1, 2, 3] = 9
13
⊕ 7

10
.

§2. 連分数展開から結び目へ

整数 k に対して k =


k

(k ≥ 0),

–
 k

(k < 0)

とする。有理数 α > 0 に対して，絡み目 L(α) を次の図で定め，有理絡み目と呼ぶ。

(1) α = 1 のとき

(2) 0 < α < 1 のとき α = [0, a1, . . . , an] と表わし
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• n が偶数のとき
an

–
 

an–

a

–
 

a

• n が奇数のとき
a an–

–
 

an
–

 

a

(3) α > 1 のとき L(α−1) ( は鏡像 (= 各交差の上下を入れ替える操作)を表わす)

例 2-1 (1) 3
7

= [0, 2, 3] より L
(
3
7

)
=

(2) 4
11

= [0, 2, 1, 3] より L
(

4
11

)
=

一般に，結び目とは，ひもの両端を繋げて輪の形にした，3 次元空間内の自己交差のない曲

線のことをいう。互いに交わらない有限個の結び目は，その全体をひとまとめとして見るとき，

絡み目と呼ばれる。

三葉結び目 ８の字結び目 ホップ絡み目 ボロミアン環

2 つの絡み目は連続的変形の下で移り合うとき，同じとみなされる。例えば，次のような変

形が可能である。
∼ ∼ ∼

2 つの絡み目がいつ同値になるかという問題は結び目理論の基本問題であるが，これを解く

ことは難しい。しかし，有理絡み目に限ると次の結果が知られている。この事実を含めて，結

び目に関する基本事項については [1, 6, 11]等を参照されたい。

定理 2-2 (Schubertの有理絡み目の分類定理 [22]) 有理絡み目 L
(
p
q

)
, L

(
p′

q′

)
が同値であ

るための必要十分条件は，次の 2 条件が成り立つことである。

1⃝ q = q′

2⃝ pp′ ≡ 1 (mod q) または p ≡ p′ (mod q).

例 2-3 4 · 10 ≡ 1 (mod 13) より，L
(

4
13

)
と L

(
10
13

)
は同値である。実際，

L
(

4
13

)
=

3

–
   3 =

3

–
   3 = L

(
10
13

)
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定理 2-4 (小木曽-W. [18]) 有理数 α =
p
q

(q > p, q ≥ 2) と p′ ∈ {1, . . . , q − 1}

に対して，L
(
p′

q

)
が L(α) または鏡像 L(α) に同値であるための必要十分条件は， p′

q
が

α, i(α), r(α), (ir)(α) のいずれかに一致することである。

系 2-5 (小木曽-W. [18]) ジグザグ型 CCFの全体は，有理絡み目の集合 {L(α), L(α)} の全

体と 1 対 1 に対応する。

例 2-6
(
2
9
, 7
9
, 5
9
, 4
9
に対応する CCF

)
←→

{
L
(
2
9

)
, L

(
2
9

)}
∥ ∥

1 1 1

· · · 2 5 1
1 9 4 · · ·

· · · 4 7 3
3 3 5 · · ·

· · · 2 2 3

1 1 1

type   A type  B

絡み目を平面上に描いた絡み目図式 D における 1 つの交差

点において，右図のように，交差を解消する操作を平滑化と呼

ぶ。平滑化の前後で絡み目は同値でなくなるが，交差点の個数

が減るので，絡み目をほどいていくことができる。

有理絡み目の平滑化と Farey和の間には，明解な関係がある。

0 < α < 1 を有理数とし，α = [0, a1, . . . , an] と表わす。

• n が偶数で，an ≥ 2 のとき，β = [0, a1, . . . , an − 1], γ = [0, a1, . . . , an−1] とおくと

α = β ⊕ γ となる。一方，L(β), L(γ) は L(α) から平滑化によって得られる。

L(α)
a

an

–
 

an––
 

a

a

–
 

an––
 

a

an-

a

–
 

an––
 

a

L(β) L(γ)

������
で交差解消 HHHHHj

で交差解消

• n が偶数で，an = 1 のとき，β = [a0, a1, . . . , an−2], γ = [0, a1, . . . , an−1] は Farey

ネイバーであり，α = β ⊕ γ となる。一方，
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L(α)
a

–
 

an––
 

a

a

–
 

a

 

an– a

–
 

an––
 

a

L(β) L(γ)

������
で交差解消 HHHHHj

で交差解消

• n が奇数のときも，an ≥ 2 と an = 1 のときに分けて考察することができる。

§3. 完全マッチングと祖先三角形とConway-Coxeterフリーズ，そして，クラスター代数へ

正 8 角形の三角形分割

(3.1)

v2

v1 v3

v7

v8

v6

v5

v4

を考える。各三角形の重心を ti (i = 1, . . . , 6) とおき，ti をそれが含まれている三角形の頂点

と辺で結ぶ。すると，下図右のように黒頂点と白頂点の 2 種類の頂点をもち，黒頂点と白頂点

を結ぶ辺からなる二部グラフ G が得られる。

(3.2)

v2

v1 v3

v7

v8

v6

v5

v4

t1

t2t4 t3

t5

t6

−→ G =

v2

v1 v3

v7

v8

v6

v5

v4

t1

t2t4 t3

t5

t6

G のマッチングとは，端点を共有しない辺の集合のことをいう。G のマッチング M が完全

マッチングであるとは，どの頂点も M に属するある辺の端点になっているときをいう。

二部グラフ G の任意の 2 つの完全マッチングは，「回転操作」の有限列によって移り合うこ

とが知られている ( [10]を参照)。

例 3-1 M =

v

v

v
v

v v

v

v
v

v

回転−−→ M ′ =

v

v

v
v

v v

v

v
v

v

ここで，赤色の辺がマッチングで選ばれた辺を表わす。
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v2

v1 v3

v7

v8

v6

v5

v4

t1

t2t4 t3

t5

t6

三角形分割 (3.1)から作った (3.2)の二部グラフ G を考える。頂

点 vi, vj (1 ≤ i < j ≤ 8) とそれに隣接する辺を取り除いて作られる

二部グラフをGi,j , その完全マッチングの個数を mi,j とおく。

例 3-2 (1) G1,2 の完全マッチングは次の 1 つだけなので m1,2 = 1.

v3

v7

v8

v6

v5

v4

t1

t2t4 t3

t5

t6

(2) G1,6 の完全マッチングは次の 3 つなので m1,6 = 3.

v2

v3

v7

v8

v5

v4

t1

t2t4 t3

t5

t6

v2

v3

v7

v8

v5

v4

t1

t2t4 t3

t5

t6

v2

v3

v7

v8

v5

v4

t1

t2t4 t3

t5

t6

m1,j (j = 2, . . . , 8) を左上から右下へ並べると，(3.1)の正 8 角形の三角形分割 YAT
(
3
7
, 2
3

)
から構成される CCFの配列に一致している。

3

7

2

5

2

3

1

2

1

3

0

1

1

1

1

0
1

· · · 1 · · ·
2

· · · 1 · · ·
3

· · · 2 · · ·

1

定理 3-3 (Carroll-Price [13] and Propp [9]) n ≥ 3 とし，正 n 角形の三角形分割 T

から作られる CCFに配列される数字の，第 i 番目の左上から右下への斜線上に並ぶ数字は，

“mi,i+1,mi,i+2, . . . ,mi,i+n−1” となる。ただし，mi,j の添え字は n を法として扱うものとする：

m1,2 m2,3 · · ·

m1,3 m2,4 · · ·
· · · m1,4 m2,5 · · ·

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

· · · m1,n m2,n+1

· · · m1,n+1 m2,n+2
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上の定理の証明等は西山享の著書 [8]に詳しい。

ここからは，二部グラフの辺に重みを乗せて，完全マッチングの個数 mi,j を多項式に置き

換えたものを考えよう。

(1) 正 n 角形の三角形分割 T の各辺に，以下のように重み (weight)を乗せる。

• T の内部辺に変数 x1, . . . , xn−3 を 1 つずつ割り当てる。

• T の周上の辺にはすべて 1 を割り当てる。

(2) 二部グラフ G において，頂点が vi, vj , vk の三角形とその重心 t をつなぐ辺 [t, vi]

の重みを辺 [vj , vk] の重みにより定義する。

(3.3)

v2

v1 v3

v7

v8

v6

v5

v4

x1

x2x3

x4

x5

1 1

1

1

1

1

1 1

−→

v2

v1
v3

v7

v8

v6

v5

v4

t1

t2
t4 t3

t5

t6

x1
11

x2

1

1

x3

x2

x1

x3

x4

1

1

x5
1 1

x4

x5

二部グラフ Gi,j = G \ {vi, vj} の完全マッチングの全体を PM(Gi,j) とおく。

各M ∈ PM(Gi,j)に対して，M に属する辺の重みの積を wt(M)と記す。また，wt(G) =
n−3∏
i=1

xi と定めて，

(3.4) wti,j(G) := 1
wt(G)

∑
M∈PM(Gi,j)

wt(M)

とおく。

• wti,j(G) は ローラン多項式 (Larurent polynomial)であり，係数は非負整数である。

• x1 = · · · = xn−3 = 1 とおくと，wti,j(G) = mi,j である。

例 3-4 重みつき二部グラフ G =

v2

v1
v3

v7

v8

v6

v5

v4

t1

t2
t4 t3

t5

t6

x1
11

x2

1

1

x3

x2

x1

x3

x4

1

1

x5
1 1

x4

x5

について

wt1,2(G) =
x1x2x3x4x5

5∏
i=1

xi

= 1

wt1,6(G) =
x1x2x3x5 + x1x2x

2
3 + x1x2x

2
3x4

5∏
i=1

xi

= x−1
4 x−1

5 (x5 + x3 + x3x4)
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定理 3-5 (Kuo [19]) 正 n 角形の三角形分割 T から二部グラフ G を作り，変数 x1, . . . , xn−3

を用意し，wti,j := wti,j(G) を (3.4)のように定める。このとき，任意の i ∈ Z および i+ 1 ≤

j ≤ i+ n− 1 を満たす任意の j ∈ Z に対して，

wti,jwti+1,j+1 − wti,j+1wti+1,j = 1 ,(3.5)

wti,i+1 = wti,i+n = 1(3.6)

が成り立つ。ただし，wti,j の添え字は n を法として扱う。

したがって，整数の代わりにローラン多項式が配置された CCFを次のように作ることがで

きる。
· · · wt1,2 wt2,3 · · ·

· · · wt1,3 wt2,4 · · ·
· · · wt1,4 wt2,5 · · ·

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

· · · wt1,n wt2,n+1 · · ·

· · · wt1,n+1 wt2,n+2 · · ·

上の定理の証明等も西山享の著書 [8]に詳しく書かれている。

例 3-6 (3.3)の重みつき二部グラフ G から作られるローラン多項式が配置されたCCFは次の

ようになる。
1 1 1 1

x1
x1+x2+x3

x1x2
x2 wt4,6 · · ·

· · · x1+x3
x2

x2+x3
x1

wt3,6 wt4,7
x2+x1x4+x3x4

x2x3
x3 wt2,6 wt3,7 · · ·

· · · x4
x3+x5+x3x4

x4x5
wt2,7

x2+x1x4
x3

x5
1+x4
x5

x3+x5
x4

x2+x3+x1x4
x1x3

· · ·

· · · 1 1 1 1

ただし，複雑なローラン多項式が入る箇所はそのままにしている。

上の CCFに繰り返し現れる 1 以外のローラン多項式

x1, x2, x3, x4, x5, x6 :=
x2 + x3

x1
, x7 :=

x1 + x3
x2

, · · · ,

x20 :=
x2x5 + x3x5 + x2x3 + x23 + x1x4x5 + x2x3x4 + x23x4

x1x3x4x5

はクラスター変数と呼ばれ，これらに 1 を加えたものの和差積および整数倍で表わされる有理

式の全体は A5と記され，(係数なしの)A5型クラスター代数と呼ばれる。

クラスター代数 (団代数)は Fominと Zelevinsly [15]により 2000年に導入され，現在，トポ

ロジー，整数論，双曲幾何，可換代数，組合せ論，可積分系など多くの数学の分野と関連し，幅
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クラスター代数

トポロジー

整数論

双曲幾何

可換代数

組合せ論

可積分系

広く研究されている。そのエッセンスを知りたい場合には，井上玲の集中講義録 [3]と解説記

事 [4], 西山の著書 [8], 数理科学の特集 [24]を手に取られるとよい。発展的な内容を含む入門的

な記事として [5, 7, 20, 21]がある。高校生のために書いた拙文 [12]には, この記事では触れな

かった補完的な内容が扱われているので, 合わせて読んでいただけると理解が深まると思う。

結びに代えて, ローラン多項式が配列された CCFに関する問題を一つ提示したい。

例 3-7 T =

v2

v1 v3

v7

v8

v6

v5

v4

x1
x2

x3

x4 x5

1 1

1

1

11

1

1

−→ G =

v2

v1 v3

v7

v8

v6

v5

v4

1

1

1

1
1

1

t1

t2

t4t3

t5

x1

1

x2 1

1

x3

x2

x5

x4

x3

x4

x5

を考える。T から導かれるジグザグ型 CCFは次のようになる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 3 1 2 5 1 2 2 2

5 2 1 9⃝ 4 1 3 3 · · ·
· · · 3 1 4 7 3 1 4 7

4 1 3 3 5 2 1 9 · · ·
· · · 1 2 2 2 3 1 2 5

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Gi,j の完全マッチングの個数 mi,j を使うと，9 = m1,4 であり，4 = m0,4 = m4,8, 2 =

m1,3, 7 = m1,5, 5 = m2,4 である。

問 3-8 ジグザグ型 CCFにおいては，その表の中の最大の整数とそれの周囲にある 4 つの整

数から定まる 4 つの有理数 4
9
, 2
9
, 7
9
, 5
9
が重要な意味をもった。では，有理式

wt4,8
wt1,4

,
wt1,3
wt1,4

,
wt1,5
wt1,4

,
wt2,4
wt1,4

は何か意味を持つだろうか？
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