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このノートは、2021年 11月 6日に関西大学千里山キャンパスで開催された高大連携セミナー

「関大の研究を体験する」において、私が講義した際に配布した資料を元に作成されている。HP

に掲載するにあたり、一部を書き改め、付録と文献を追加した。

上記のセミナーは理工系のさまざまな学科の先生が講義と実験を行って、体験を通じて理工

系の楽しさを実感してもらうことを目的に開催され、今回は現役高校生約 30名 (事前申し込み

制・抽選)が参加した。高１から高３までバランスの良い割合だった。

セミナーではスライドを用いて、約 50分にわたり講義を行ったが、途中で「問題」を考察す

る時間を各１分程度設けた (最後まで解くためには到底１分では足りないが、ほんの少しでも

「素材」に触れてもらいたいとの思いからそうした)。質問は出なかったが理解しょうとする意

欲は高く感じられ、そのことは講義後のアンケート・感想からも十分に受け取ることができた。

講義終了後の質疑応答の時間に、初期データから自動で CCFを生成して、それをさらに繰り

返し模様に変換する Excelファイルを見せた (作り方は付録を参照)。講義後のアンケート・感

想に、それがとてもおもしろかったと書いてくれた学生がいて、嬉しかった。



§1. 正多角形の分割と分割の総数

· · · · · · · · ·

問 1 正多角形を、新たに頂点を加えずに三角形に分割する方法は何通りあるか？但し、回転

で移りあうものは同じと考える。

(正方形の場合) 次の 1 通りである。

(正 5 角形の場合) 次の 1 通りである。

(正 6 角形の場合) 次の 4 通りである。

(正 7 角形の場合) 次の 6 通りである。

Brown [22], Bowman と Regev [20; Theorem 29.2]により、次の結果が知られている。
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定理 1-1 (Brown [22], Bowman and Regev [20]) n ≥ 3 に対して、正 n 角形を新たに頂

点を加えずに三角形に分割する方法は、回転で移りあうものは同じと考えると、全部で

(1.1) 1
n
Cn−2 +

1
2
Cn

2
−1 +

2
3
Cn

3
−1

個ある。ここで、Ck は k が非負整数のときは k 次カタラン数であり、そうでないときは 0 で

ある：

Ck =

{ 1
k + 1 2kCk (k が非負整数のとき),

0 (それ以外のとき).

但し、2kCk は 2k 個の中から k 個を取り出す組み合わせの数である。

定理の検証：n が小さい値のとき、定理の公式 (1.1)を用いて出てくる値と、実際に正 n 角形

の三角形分割を列挙して数えた値が一致するかどうか、確かめて見よう。

まず、カタラン数の値は次のようになる：

C0 = 1, C1 = 1, C2 = 2, C3 = 5, C4 = 14, C5 = 42

これを用いて、(1.1)の値を計算すると、次のようになる。

n = 3 のとき 1
3
C1 +

1
2
C 3

2
−1 +

2
3
C0 =

1
3
+ 0 + 2

3
= 1,

n = 4 のとき 1
4
C2 +

1
2
C1 +

2
3
C 4

3
−1 =

1
4
· 2 + 1

2
+ 0 = 1,

n = 5 のとき 1
5
C3 +

1
2
C 5

2
−1 +

2
3
C 5

3
−1 =

1
5
· 1 + 0 + 0 = 1,

n = 6 のとき 1
6
C4 +

1
2
C2 +

2
3
C1 =

1
6
· 14 + 1

2
· 2 + 2

3
· 1 = 4,

n = 7 のとき 1
7
C5 +

1
2
C 7

2
−1 +

2
3
C 7

3
−1 =

1
7
· 42 + 0 + 0 = 6

これらは、回転で移りあうものは同じものと考えたときの、正 n 角形の三角形分割を列挙し

て数えた値に一致している。

注意 1-2 一般の凸 n 角形を三角形に分割する方法は、回転で移りあっても異なると考えた場

合、(n− 2) 次カタラン数Cn−2 に等しい。これは、上記の定理に比べると、簡単に証明できる。

証明については、例えば、[4; 第 3章]または [2; 第 8章]または [1; 7]を参照。

注意 1-3 カタラン (Eugène Charles Catalan, 1814–1894)はベルギーの数学者である。カタラ

ン数は、多角形の三角形への分割方法を数える問題において、オイラー (Leonhard Euler, 1707–

1783)により最初に考察された。その問題の解決には、オイラーとともにゼーグネル (Johann

Andreas von Segner, 1704–1777)も重要な貢献をしていることから、古くは Segner数あるいは

Euler-Segner数とも呼ばれていたようである ( [3; §9], [1; 7])。カタラン数と呼ばれるようになっ
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たのは、1968年以降、より広く使われ出したのは 1976年のMartin Gardnerが雑誌「Scientific

American」に寄せたコラム以後のことのようである。

カタラン数はさまざまな数学の分野に現れる。(n + 1) 個の数に、演算を施す方法を総数は

カタラン数 Cn に一致する。例えば、a, b, c, d に対して、演算を施す方法は、

((a ∗ b) ∗ c) ∗ d, (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d, (a ∗ b) ∗ (c ∗ d), a ∗ (b ∗ (c ∗ d)), a ∗ ((b ∗ c) ∗ d)

の 5(= C3) 通りである。この 5 つと 5 角形の三角形分割との対応は下図をみると理解できる。

a

b
c

d

ab

((ab)c)d

(ab
)c

a

b c

d

bc

(a(bc))d

a(
bc
)

a

b
c

d

ab

(ab)(cd)

cd

a

b c

d

cd

a(b(cd))

b(cd)

a

b c

d

bc

a((bc)d)

(bc)d

カタラン数 Cn はまた、2n 人が１つの円上に並んで、交差せずに握手をする方法の総数にも

一致する (証明は例えば、[28; 定理 1-2])。

§2. 正多角形の分割から数の繰り返し模様へ

三角形分割された正 n 角形を考える。このとき、次のルールに基づいて、正 n 角形の各頂

点に非負整数を割り当てる [7]。

規則１ 頂点を 1 つ選び、0 を割り当てる。

規則２ 0 を割り当てた頂点と辺で結ばれるすべての頂点に 1 を割り当てる。

規則３ 三角形の 3 つの頂点のうち、2 つの頂点に非負整数 a, b が割り当てられているとき、

残りの頂点には a+ b を割り当てる。

0

−→

0

1 1

−→

0

1 1

2

−→ · · · −→

0

1 1

2

3

3
4

5

0 が割り当てられた頂点から出発して、時計回りに 1 周して、頂点に割り当てられた数を順

番に取り出し、0 を除いて左上から右下に向かって斜めに配置する (最上段の 1 のすぐ下と、最

下段の 1 のすぐ上に線を引いているのは見やすくするためのもの)。
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1

· · · 5 · · ·
4

· · · 3 · · ·
2

· · · 3 · · ·
1

次に、0 の位置を時計回りに 1 つずらして、上記と同じルールで各頂点に非負整数を割り当

てる。
1

1 0

1

2

1
1

1

5

4 1

3

7

2
1

0 · · · · · ·

1

0 1

1

1

2
3

4

そして、割り当てられた数を時計回りに順番に取り出し、0 を除いて先ほど並べた数の列の

右隣に配置する。
1 1

· · · 5 1 · · ·
4 1

· · · 3 1 · · ·
2 2

· · · 3 1 · · ·
1 1

これを 0 の位置が最初に選んだ位置に戻るまで繰り返す。すると、互い違いに並んだ数の表

が得られる。さらに、右と左に同じパターンをコピーしていけば、帯状に並んだ数の繰り返し

模様ができ上がる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 5 1 2 2 3 1 3 1 5 1 2 · · ·
4 4 1 3 5 2 2 2 4 4 1 3

· · · 3 3 1 7 3 3 1 7 3 3 1 · · ·
5 2 2 2 4 4 1 3 5 2 2 2

· · · 3 1 3 1 5 1 2 2 3 1 3 · · ·
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

このような数の配置はConway-Coxeterフリーズ（パターン）(Conway-Coxeter frieze)と

呼ばれている [6]。
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一般に、Conway-Coxeterフリーズ (略してCCFと記す)とは、以下の 3 条件を満たすよ

うに正の整数を「帯状に」配置した表のことをいう。

(CCF1) 行は有限であり、各行は左右に無限に延びている。

(CCF2) 最初と最後の行は 1 が並ぶ。

(CCF3) 各隣接する 4つの要素 a, b, c, dは次図のようにダイヤモンドの形を成し、ユニモジュ

ラー規則 ad− bc = 1 を満たす。
b

a d
c

問 2 次の配列が CCFの条件を満たすように、数字を埋めなさい。
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

2

3

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(答え)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

2

3

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

CCFにおいて、最初と最後の行に並ぶ 1 を除いた行数を幅と呼ぶ。Conway-Coxeterフリー

ズは次の性質を持つ。

定理 2-1 (Coxeter [5]) (1) 幅 m のConway-Coxeterフリーズは (m+ 3) を周期に持つ。特

に、各行に並ぶ数字の列は周期 (m+ 3) を持つ。(m+ 3) はその Conway-Coxeterフリーズの

位数 (order)と呼ばれる。

(2) Conway-Coxeterフリーズは水平中央線に関して映進対称性を持つ。言い換えると、Conway-

Coxeterフリーズは水平方向の移動と鏡映に関して基本領域を持つ。

(3) Conway-Coxeterフリーズにおいて、第 2 行には少なくとも 1 つ「1」が現れる。
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注意 2-2 (鏡映と映進について) 平面における鏡映とは、ある直線 ℓ に沿った折り返しによる

移動 (線対称移動)のことをいい、映進とは、ある方向に平行移動したのち、移動した方向に関

する鏡映を行う移動のことをいう。

ℓ

A Sℓ(A)
Sℓ

ℓ

A
Sℓ Ta

ある方向への平行移動は並進と呼ばれる。平面上の図形が、鏡映 (または映進または並進)に

より変わらないとき、その図形は鏡映対称性 (または映進対称性または並進対称性)をもつと呼

ばれる。

Y1 Y2

Y4Y3

(水平な)一直線に沿って同じ図形が無限に繰り返して並んでできている文様のことを帯状文

様という。帯状文様は並進対称性をもつが、多くの帯状文様はまた、鏡映対称性あるいは映進

対称性を持っている。

2018年度に私のゼミ生だった橋本浩介君の特別研究報告集において、多角形の三角形分割の

対称性と Conway-Coxeterフリーズの対称性との間の関係が調べられている [8]。
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正 n 角形の三角形分割から得られる CCFには、定理 2-1の他に、もう一つ面白い特徴があ

る。この正 n 角形の各頂点について、

(2.1) その頂点を端点にもつ三角形の辺の個数から 1 を引いた数

を考える。今、正 n 角形の各頂点に先の３つの規則に基づいて非負整数が割り当てておき、0

が割り当てられた頂点に対する (2.1)の値を a0 とおき、その頂点から時計回りに数えて i 番目

の頂点に対する (2.1)の値を ai とおく。

1

3

1 1

3

5

2
2

=

a0

an−1
a1

a2=

=
=

定理 2-3 (Conway and Coxeter) 三角形に分割された凸 n 角形において、0 が割り当てら

れた頂点から時計回りに数えて i 番目の頂点に、規則１、２、３に基づいて割り当てられる非

負整数を fi とする。このとき、

(2.2) fi+1 = aifi − fi−1 (i = 1, 2, · · · , n− 1)

が成り立つ。但し、f0 = 0, f1 = 1, fn−1 = 1, fn = 0とする。等式 (2.2)は離散Strum-Liuville

方程式と呼ばれる。

a0, a1, a2, · · · , an−1 は、対応する CCFの第 2 行目に現れることが観察される。
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 5 1 2 2 3 1 3 1 5 1 2 · · ·

4 4 1 3 5 2 2 2 4 4 1 3

· · · 3 3 1 7 3 3 1 7 3 3 1 · · ·

5 2 2 2 4 4 1 3 5 2 2 2

· · · 3 1 3 1 5 1 2 2 3 1 3 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 1 2 2 3 1 3 1 5 1 2

定理 2-3を CCFを用いて解釈すると、次の定理になる。

定理 2-4 (Conway and Coxeter [6; (17)–(24)]) Conway-Coxeterフリーズ Γ におい

て、第 2 行に並ぶ数を順次取り出して数列 {ai}∞i=−∞ を作る。Γ の幅を (n − 3) (n ≥ 4)

としておく。さらに、Γ の “対角線”(= 左上から右下に並ぶ数字上に引いた直線)の中で a1

を通るものを考えて、その線上に並ぶ数字を順次取り出して有限数列 {fi}ni=0 を作る。但し、
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f0 = 0, f1 = 1, fn−1 = 1, fn = 0 である。さらに、g0 = −1 とし、gj (j = 1, 2, · · · , n) を fj−1

の右隣りに並ぶ数字とする。
1 1 1 1 1 1 · · ·

· · · a1 a2 a3 a4 a5 · · ·
· · · f3 g4 · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · f4 g5 · · · · · · · · ·

· · · · · · . . .
. . .

. . .
. . .

· · · · · · fn−2 gn−1 · · · · · ·

1 1 1 1 1 1 · · ·

このとき、有限数列 {fi}ni=0 は離散 Sturm-Liouville方程式を満たす。

この定理の証明は、[9; Proosition 5], [10; Theorem 3.10]に書かれている。

さて、正 n 角形の三角形分割から幅が (n− 3) のConway-Coxeterフリーズが構成されたが、

逆に、幅が (n− 3) のConway-Coxeterフリーズから、正 n 角形の三角形分割を読み取ること

ができる。次に、その方法を説明しよう [24,25]。

先ほどの CCFを考える。
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 5 1 2 2 3 1 3 1 5 1 2 · · ·

4 4 1 3 5 2 2 2 4 4 1 3

· · · 3 3 1 7 3 3 1 7 3 3 1 · · ·

5 2 2 2 4 4 1 3 5 2 2 2

· · · 3 1 3 1 5 1 2 2 3 1 3 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 1 2 2 3 1 3 1 5 1 2

4 4 1 3 5 2 2 2 4 4 1

3 3 1 7 3 3 1 7 3 3 1

5 2 2 2 4 4 1 3 5 2 2

3 1 3 1 5 1 2 2 3 1 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

この表において、左下から右上に伸びる斜めの直線で最大の数を含むものを考える。その直

線上に並ぶ数字で、最大の数の両隣の数を弧で結ぶ。次に、両隣の数のうち、大きな数の方に

ついて、直線上に並ぶ数字で、和がその数になる 2 数を弧で結ぶ。この操作を次々に繰り返す

と、次のような CCFの上に線で結ばれた図形を描くことができる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 5 1 2 2 3 1 3 1 5 1 2 · · ·

4 4 1 3 5 2 2 2 4 4 1 3

· · · 3 3 1 7 3 3 1 7 3 3 1 · · ·

5 2 2 2 4 4 1 3 5 2 2 2

· · · 3 1 3 1 5 1 2 2 3 1 3 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

この図形を多角形の形に整形し、0 の番号を持つ頂点を 1 と 1 の間に付け加えることで、8

角形の三角形分割が得られる。
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3

1

7

5

2

3

1

−→
3

1

7

5
2

3

1

0

−→

3

1 2

1

0

3
5

7

これは、最初に与えた 8 角形の三角形分割と同じであり、番号の付け方のルールとぴったり

合っている。このように、幅 (n− 3) の CCFが与えられると、それに応じて凸 n 角形の三角

形分割を得ることができる。定理としてまとめておくと、次の結果が成り立つ。

定理 2-5 (Conway and Coxeter) 正 n 角形の、新たに頂点を追加しない三角形分割の全体

と幅 (n− 3) のCCFの全体との間に 1 対 1 対応が存在する。ここで、正 n 角形の三角形分割

については、回転で移り合うものは同一視し、幅 (n− 3) のCCFについては、平行移動で同じ

配列となるものは同一視して扱う。

注意. 正 n 角形の三角形分割が、三辺が正 n 角形の内部に含まれるような三角形を含まないと

き、対応するCCFには第 2 行から第 (n− 2) 行まで 1 が連続して繋がった列が存在し、その逆

も成り立つ。このようなCCFはジグザグ型と呼ばれ、有理数の連分数展開や結び目理論と密接

に関連することが、城西大学の小木曽岳義氏との共同研究により詳しく調べられている [24–26]。

例 2-6 n = 6 の場合、正 6 角形の新たに頂点を追加しない三角形分割は、回転で移り合うも

のを同一視すると、次の 4 つがある。

1⃝ 2⃝ 3⃝ 4⃝

それぞれの三角形分割から構成される CCFは、順に以下のようになる。

1⃝に対応する CCF

1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 2 1 4 1 2 2 2 1 · · ·
3 1 3 3 1 3 3 1 3

· · · 1 2 2 2 1 4 1 2 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1
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2⃝に対応する CCF

1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 2 1 3 2 1 3 2 1 · · ·
5 1 2 5 1 2 5 1 2

· · · 2 1 3 2 1 3 2 1 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

3⃝に対応する CCF

1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 3 1 2 3 1 2 3 1 · · ·
2 2 1 5 2 1 5 2 1

· · · 1 1 2 3 1 2 3 1 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

4⃝に対応する CCF

1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 3 1 3 1 3 1 3 1 · · ·
2 2 2 2 2 2 2 2 2

· · · 1 3 1 3 2 3 1 3 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

このうち、最初の 3 つはジグザグ型である。

CCFにおいて、引いた斜めの線に加えて 1 つ左の斜めの線にも注目する。すると、次のよ

うな興味深い現象が観察できる [24, 25]。今、引いた斜めの線に加えて 1 つ左の斜めの線にも

注目する。2 つの斜めの線上の数を図のように、2 つづつペアにして、
(後から引いた斜めの線の数)

(最初に引いた斜めの線の数)

という分数を作る。

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 5 1 2 2 3 1 3 1 5 1 2 · · ·

4 4 1 3 5 2 2 2 4 4 1 3

· · · 3 3 1 7 3 3 1 7 3 3 1 · · ·

5 2 2 2 4 4 1 3 5 2 2 2

· · · 3 1 3 1 5 1 2 2 3 1 3 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0

すると、弧で結ばれた 2 つの分数の分子同士を足す、分母同士を足すと (これは学校では

「やってはいけない」と教わっている計算方法だが)、真ん中の分数が得られることがわかる。例
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えば、
3
7

= 1 + 2
2 + 5

, 2
5

= 1 + 1
2 + 3

, 2
3

= 1 + 1
1 + 2

, 1
3

= 1 + 0
2 + 1

となっている。

2 つの既約分数 p
q
と r

s
が Farey∗ネイバー (Farey neighbor)であるとは、

rq − ps = 1

であるときをいう。q = 0 のときには p = 1 にとり、∞ = 1
0
も既約分数として扱う。 p

q
を既

約分数というときには、q ≥ 0 を仮定する。

既約分数 p
q
, r
s
に対して

p
q
⊕ r

s
:=

p+ r
q + s

と定めると、これは再び既約分数になる。この有理数は有理数 p
q
と r

s
の Farey和 (Farey

sum)と呼ばれる。もし、 p
q
, r
s
が Fareyネイバーならば、 p

q
,
p
q
⊕ r

s
および p

q
⊕ r

s
, r
s
は共

に Fareyネイバーである。

問 3 1
7
, 2
7
, · · · , 6

7
を、Fareyネイバーであるような既約分数のFarey和の形に分解しなさい。

(答え)

1
7

= 2
7

= 3
7

=

4
7

= 5
7

= 6
7

=

補題 2-7 (1) 任意の非負有理数は 0
1
と 1

0
から ⊕ を有限回施すことにより得られる。

(2) 任意の有理数 α に対して、

(2.3) α =
p
q
⊕ r

s

を満たす Fareyネイバー p
q
, r
s
がただ一組存在する。条件 (2.3)を満たす Fareyネイバーの組(

p
q
, r
s

)
を有理数 α の親と呼ぶ。 p

q
, r
s
をそれぞれ α の左親、右親と呼ぶ。

補題の証明は [19; Theorem 3.9]を参照。

Stern-Brocot木 (Stern-Brocot tree) [21, 27]とは、 0
1
と 1

0
から出発して、次々と Farey

和を付け加えていき、と Farey和とその親のうち“近い方”の親とを線で結ぶ (但し、 0
1
, 1
0
お

よびそれらから延びる線を削除する)ことにより得られる、 1
1
から始まる二進木のことをいう。

Stern-Brocot木における左半分の分枝は特にFarey木 (Farey tree)と呼ばれ、複素力学系やカ

オス理論において重要な役割を演じる。
∗John Farey(1766–1826), イギリスの地震学者であり、数学者。
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13
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12

4

9

5
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8

13
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7
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11

7

9

5

6

2

1

3

2

3

1

5

3

4

3

5

2

4

1

5

4

7

5

8

5

7

4

7

3

8

3

7

2

5

1

6

5

9

7

11

8

10

7

11

7

13

8

12

7

9

5

9

4

12

5

13

5

11

4

10

3

11

3

9

2

6

1

1

1

1

0

0

1

·
·
·

·
·
·

補題 2-7(2)より、すべての非負有理数は Stern-Brocot木の中に現れる。

Stern-Brocot木に、 0
1
, 1
0
を追加したグラフを考え、これを拡大 Stern-Brocot木と呼ぶ。

拡大 Stern-Brocot木上に、正の有理数 α から始めて (辺を追加して)次々と親と辺で結び、次々

と三角形を描く。

(i) α とその親を線で結び (辺で繋がっていない方の親については辺を追加する)、それ

らを頂点とする三角形を描く。

(ii) α に近い世代の親について、(i)と同様にその親と線で結び、それらを頂点とする三

角形を描く。

(iii) (ii)の操作を 1
1
に到達するまで繰返し行い、最後に、 1

1
, 0
1
, 1
0
を頂点とする三角形

を付け加える。

この三角形の「列」を α の祖先三角形といい、YAT(α) により表わす。この祖先三角形の概

念は２橋結び目の研究のために、山田修司氏 [29]、HatcherとOrtel [23]により独立に考え出さ

れた。

複数の正の有理数 α1, · · · , αr からも同様の手続きにより、祖先三角形 YAT(α1, · · · , αr) を

作ることができる。

例 2-8 α = 7
4
の場合、

α = 5
3
⊕ 2

1
, 5

3
= 3

2
⊕ 2

1
, 3

2
= 1

1
⊕ 2

1
, 2

1
= 1

1
⊕ 1

0
, 1

1
= 0

1
⊕ 1

0
.

これをもとに、祖先三角形を Stern-Brocot木に描くと次図の青い線の部分になる。
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0
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1
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5

1
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5
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5
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2

7
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5
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5
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4
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3
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7

2

5

1

4

1

1

1

形を整えて、YAT
(
7
4

)
は次のようになる。

YAT
(
7
4

)
=

2

1

5

3

3

2

1

0

0

1

7

4

1

1 = 7

4

5

3
3

2

2

10

1

1

1

1

0

例 2-9 α1 =
3
7
, α2 =

2
3
の場合、

1

0

0

1

1

2

1

3

3

1

3

2

2

3

2

1

2

5

1

4

3

5

3

4

4

3

5

3

5

2

1

5

2

7

3

8

3

7

4

7

5

8

5

7

4

5

5

4

7

5

8

5

7

4

7

3

8

3

7

2

5

1

4

1

1

1
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形を整えて、YAT
(
3
7
, 2
3

)
は次のようになる。

YAT
(
3
7
, 2
3

)
=

1

2
2

5

1

3

1

0

0

1

3

7

1

1

2

3

=

3

7

2

5

2

3

1

2

1

3

0

1

1

1

1

0

§3. 繰り返し模様の発展—数から変数へ—

1 と 1 で挟まれた間の数字を変数に置き換えてみる。例えば、次のような「パターン」を考

えよう。

1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · x1 x4 x7 x10 x13 x16 x19 x22 · · ·
x−1 x2 x5 x8 x11 x14 x17 x20 x23

· · · x0 x3 x6 x9 x12 x15 x18 x21 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

ここで、CCFと同じ規則を適用すると、変数の間に次の関係式が成り立つ：

x4 =
x2 + 1
x1

, x5 =
x3x4 + 1

x2
=

x2x3 + x1 + x3
x1x2

,

x6 =
x5 + 1
x3

=
x2x3 + x1 + x3 + x1x2

x1x2x3
, x7 =

x5 + 1
x4

=
x1 + x3

x2
,

x8 =
x6x7 + 1

x5
=

x1x2 + x1 + x3
x2x3

, x9 =
x8 + 1
x6

= x1,

x10 =
x8 + 1
x7

=
x2 + 1
x3

, x11 =
x9x10 + 1

x8
= x2,

x12 =
x11 + 1

x9
=

x2 + 1
x1

= x4, x13 =
x11 + 1
x10

= x3

このことから、無限個の変数を敷いていっても、CCFと同じ規則を満たすこと要請すると、

結局、9 個の変数 x1, x2, · · · , x8, x10 が繰返し現れることがわかる。そして、すべての変数は、

分母が x1, x2, x3 の単項式で表わされる。

今、x1 = 1, x2 = a, x3 = b とおくと、

x4 = a+1, x5 =
ab+ b+ 1

a
, x6 =

(a+ 1)(b+ 1)
ab

, x7 =
b+ 1
a

, x8 =
a+ b+ 1

ab
, x10 =

a+ 1
b

であるから、変数が敷き詰められた CCFから次の CCFが得られる。
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1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 1 a+ 1 b+1
a

a+1
b b (a+1)(b+1)

ab 1
a+b+1

ab a ab+b+1
a

a+b+1
ab a ab+b+1

a
a+b+1

ab · · ·
· · · a+1

b b (a+1)(b+1)
ab 1 a+ 1 b+1

a
a+1
b

1 1 1 1 1 1 1 1

このCCFが正の整数のCCFとなるための必要十分条件は、a, b が次の 3 条件を満たすこと

である。

1⃝ a, b は自然数である。

2⃝ b+ 1 は a で割り切れる。

3⃝ a+ 1 は b で割り切れる。

2⃝と 3⃝より、

b+ 1 = ma, a+ 1 = nb (m,n は自然数)

と表わすことができる。このとき、b+ 1 = m(nb− 1) となり、b = m+ 1
mn− 1

となる。よって、

m+ 1 ≥ mn− 1 すなわち 2 ≥ m(n− 1) でなければならない。これを満たす正の整数 m,n の

組は (m,n) = (m, 1), (1, 2), (2, 2), (1, 3) である。このうち、n = 1 の場合、

b = m+ 1
mn− 1

= m+ 1
m− 1

= 1 + 2
m− 1

となるので、これが整数であるためには m = 2, 3 でなければならない。以上の考察より、

(m,n) = (2, 1), (3, 1), (1, 2), (2, 2), (1, 3)

のいずれかであり、このとき、順に (a, b) = (2, 3), (1, 2), (3, 2), (1, 1), (2, 1) となる。

• (a, b) = (2, 3) のとき、次のような CCFになる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 2 1 3 2 1 3 2 1 · · ·
5 1 2 5 1 2 5 1 2

· · · 2 1 3 2 1 3 2 1 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

• (a, b) = (1, 2) のとき、次のような CCFになる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 3 1 2 3 1 2 3 1 · · ·
2 2 1 5 2 1 5 2 1

· · · 1 1 2 3 1 2 3 1 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1
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• (a, b) = (3, 2) のとき、次のような CCFになる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 2 1 4 1 2 2 2 1 · · ·
3 1 3 3 1 3 3 1 3

· · · 1 2 2 2 1 4 1 2 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

• (a, b) = (1, 1) のとき、次のような CCFになる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 4 1 2 2 2 1 4 1 · · ·
3 3 1 3 3 1 3 3 1

· · · 2 2 1 4 1 2 2 2 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

• (a, b) = (2, 1) のとき、次のような CCFになる。
1 1 1 1 1 1 1 1 1

· · · 3 1 3 1 3 1 3 1 · · ·
2 2 2 2 2 2 2 2 2

· · · 1 3 1 3 2 3 1 3 · · ·

1 1 1 1 1 1 1 1 1

(a, b) = (3, 2) と (a, b) = (1, 1) のときのCCFは平行移動で移り合うので、実は同じCCFで

ある。また、(a, b) = (2, 3) と (a, b) = (1, 2) のときの CCFは垂直方向の鏡映で移り合う。

変数を敷き詰めた CCFに戻ろう。この CCFにおいて 9 個の変数

x1, x2, x3, x4 =
x2 + 1
x1

, x5 =
x2x3 + x1 + x3

x1x2
, x6 =

x1x2 + x2x3 + x1 + x3
x1x2x3

,

x7 =
x1 + x3

x2
, x8 =

x1x2 + x1 + x3
x2x3

, x10 =
x2 + 1
x3

の和差積およびその複素数倍で表わされる有理式の全体からなる集合を A3 で表わし、(係数な

しの)A3 型クラスター代数と呼ぶ [11]。x4, · · · , x8, x10 の分母は x1, x2, x3 の単項式になってい

るので、A3 に属する任意の有理式もまた、分母は x1, x2, x3 の単項式になっている (Laurent

現象)。

一般に、x1, x2, · · · , xm の有理式とは、 2x2 − 1
x1

,
x21 + x4 − 5

x1 − x32 + 1
などのように、

(x1, x2, · · · , xm の多項式)

(x1, x2, · · · , xm の多項式)

の形をした式のことをいい、多項式の係数を複素数の範囲でとったときの有理式の全体を

C(x1, x2, · · · , xm) で表わす。2 つの有理式の和、差、積、商は有理数のそれらの演算と同じ計
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算規則に基づいて計算することができ、したがって、2 つの有理式の和、差、積、商は再び有

理式となる。

同様にして、左上から右下に向かう線上に変数 x1, x2, · · · , xm を配置した幅 m の CCFを

考え、ユニモジュラー規則を満たすように変数を埋めていく。その結果得られる各変数をクラ

スター変数と呼び、クラスター変数の和差積およびその複素数倍で表わされる有理式の全体を

Am で表わし、(係数なしの)Am 型クラスター代数 (cluster algebra)と呼ぶ [11]。日本語では団

代数と呼ばれることもある。

クラスター代数

トポロジー

整数論

双曲幾何

可換代数

組合せ論

可積分系

クラスター代数はFominと Zelevinsly [11,12]により 2000年に導入され、現在、トポロジー、

整数論、双曲幾何、可換代数、組合せ論、可積分系など多くの数学の分野と関連し、幅広く研

究されている。そのエッセンスを知りたい場合には、井上玲氏の集中講義録 [13]や数理科学の

特集 [18]を参照されるとよい。発展的な内容を含む入門的な記事として [14], [15], [16], [17]を

挙げておく。

(多角形の三角形分割やカタラン数に関する文献)
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(問題の解答)

[問 1]

(正方形の場合)

(正 5 角形の場合)

(正 6 角形の場合)

(正 7 角形の場合)

[問 2]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 3 2 2 1 4 2 1 3 2

1 2 5 3 1 3 7 1 2 5 3

3 1 3 7 1 2 5 3 1 3 7

2 1 4 2 1 3 2 2 1 4 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

[問 3]
1
7

= 0
1
⊕ 1

6
, 2

7
= 1

4
⊕ 1

3
, 3

7
= 2

5
⊕ 1

2
,

4
7

= 1
2
⊕ 3

5
, 5

7
= 2

3
⊕ 3

4
, 6

7
= 5

6
⊕ 1

1
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付録：ExcelでCCFとそれを基礎にした繰り返し模様を作成する方法
ここでは、幅 5 の CCFを、Excel for Mac version 16で作成する方法を記す。

(1) まず、図のファイル (pngファイル、epsファイルなど)を 13 個用意する。「挿入」–

「図形」から選んでもよい。

(2) 「図」という名前をつけたシートを新規作成し、A列に 1行目から順に「図B1」，…，

「図 B13」を順に打ち込む。

(3) B列には、図のファイルを「挿入」–「画像」–「画像をファイルから挿入」を選択

して、図のファイルを順に読み込む。B列は各セルがどれも同じ大きさの正方形と

なるように、幅を調整しておく。
(4) 図を読み込むんだだけではセルからはみ出してしまうので、

ちょうどセルに収まるように図を縮小する。

(5) 図がセルに収まったら、コンロトールキーを押しながら

図をワンクリックし、「図の書式設定」を選択する。このとき、

ファイルの右端に「図の書式設定」が出てくるので、その中

からサイズ調整のアイコンをクリックし、プロパティを選択

する。プロパティの中から「セルに合わせて移動やサイズを変

更する」を選択する。

(6) (3)から (5)を 13個の図のファイルに繰り返す。

(7) 次に、「幅 5」という名前をつけたシートを新規作成する。「A列１行」に「幅５」と

入力する。

(8) 第 2行から第 26行までと第B列から第AS列までの各セルが、どれも同じ大きさの

正方形となるように、幅を調整する。

(9) 第 2行に、第C列から 1 を 1 つおきに入力する。同様に、第 8行、第 11行、第 17

行も同じように 1 を 1 つおきに入力する。

(10) 「C列 12行」「D列 13行」「E列 14行」「F列 15行」「G列 16行」に 1 を入力する。

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(11) 「C列 3行」に「=C12」を、「D列 4行」に「=D13」を、「E列 5行」に「=E14」

を、「F列 6行」に「=F15」を、「G列 7行」に「=G16」を入力する。
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(12) 「E列 3行」に「=QUOTIENT(PRODUCT(D2, D4)+1, C3)」を、「F列 4行」に

「=QUOTIENT(PRODUCT(E3, E5)+1, D4)」を、「G列 5行」に

「=QUOTIENT(PRODUCT(F4, F6)+1, E5)」を、「H列 6行」に

「=QUOTIENT(PRODUCT(G5, G7)+1, F6)」を、「I列 7行」に

「=QUOTIENT(PRODUCT(H6, H8)+1, G7)」を入力する。以下、同様に右側の

セルに数式を入力していく。

(13) 左側のセルは次のように入力する。「B列 4行」に「=QUOTIENT(PRODUCT(C3,

C5)+1, D4)」を、「C 列 5 行」に「=QUOTIENT(PRODUCT(D4, D6)+1, E5)」

を、「D 列 6 行」に「=QUOTIENT(PRODUCT(E5, E7)+1, F6)」を、「E 列

7 行」に「=QUOTIENT(PRODUCT(F6, F8)+1, G7)」を、「B 列 6 行」に

「=QUOTIENT(PRODUCT(C5, C7)+1, D6)」を、「C 列 7 行」に「=QUO-

TIENT(PRODUCT(D6, D8)+1, E7)」を入力する。ここまでで、“1, 1, 1, 1, 1”から

生成される CCFが第 2行から第 8行に自動出力される。
幅5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 1 6 1 2 2 2 2 2 1 6 1 2 2 2 2 2

5 1 3 3 3 3 1 5 5 1 3 3 3 3 1 5 5 1 3 3 3 3

4 1 4 4 4 1 4 4 4 1 4 4 4 1 4 4 4 1 4 4 4 1

3 3 1 5 5 1 3 3 3 3 1 5 5 1 3 3 3 3 1 5 5 1

2 2 1 6 1 2 2 2 2 2 1 6 1 2 2 2 2 2 1 6 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(14) このCCFと連動する図の繰り返し模様が自動出力されるようにするためには、以下

の手続きを踏めばよい。まず、「A列 19行」に、「図 B」と入力する。

(15) 「B列 20行」を選択し、「挿入」–「画像」–「画像をファイルから挿入」を選択し

て、図のファイルを読み込む。ここで読み込む図のファイルは何でもよい。(4)と (5)

と同じようにセルにぴったりはまるようにサイズ調整をする。

(16) 読み込んだ図のファイルを選択し、「数式」–「名前の定義」を選択する。「データ範

囲の名前」には「参照画像 B2」と入力し、その下の「セルの範囲」には

「=INDEX(図!$B$1:$B$20, MATCH(CONCATENATE(幅 5!$A$19, 幅 5!$B$2),

図!$A$1:$A$20,0))」と入力する。

(17) 読み込んだ図のファイルを選択し、数式欄に「=参照画像B2」と入力する。すると、

セルの画像が「B列 2行」の数字の図に置き換わる。セルにちょうど収まるように、

図のサイズを調整する。

(18) (15)から (17)の操作を 1 つおきに繰り返す。但し、「データ範囲の名前」と「セル

の範囲」と数式欄における「B2」は読み込む図のファイルの位置に応じて適宜変更
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する。この操作が完了すれば、第 20行から第 26行の間に、第 2行から第 8行の間

に出力された CCFに対応する繰り返し模様が自動出力される。
図B

(19) 最後に、初期データとして入力した “1, 1, 1, 1, 1”の代わりに、“2, 1, 1, 2, 1”や

“1, 3, 2, 3, 1”や “5, 4, 3, 2, 3”などを入力して、第 2行から第 8行までと、第 20行から

第 26行までの数と図が自動で置き換わっているか確認してみよう。

注意 1. 完成後、あるいは、途中で図のファイルを変更すると、図の模様が出てこなくなる時が

ある。そのような場合には、「B列 20行」をクリックして、「数式」–「名前の定義」を選択す

る。「データ範囲の名前」に「図B」などの適当な文字を入力してリータンをかけると、繰り返

し模様が再び現れるようになる。

注意 2. 上から下まで 1 が繋がるように配置された初期状態からジグザグ型 CCFを生成し

たい場合、(11), (12), (13)において入力した数式を例えば、「C列 3行」は「=IF(C12=1, 1,

QUOTIENT(PRODUCT(D2, D4)+1, E3))」のように修正すればよい。
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