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序文
この論文は、2014年 2月に提出した修士論文 [13]に Appendix(第 3章)として、

正規化された山田多項式から得られる θ-curveに対する位数 3以下のVassisiliev不
変量に関する結果を付け加えたものである。
空間グラフ理論においては、3次元空間内に 2つの空間グラフが与えられたとき、

それらが空間内での連続変形、すなわち、ambient isotopyによる変形で、互いに
移りあうかどうかを判定することは中心的な問題である。それを解決するために有
効な方法は空間グラフに対する不変量を用いることである。空間グラフの不変量と
は、空間グラフに数値または多項式を対応させる写像であって、同値な空間グラフ
に対しては同じ値をとるものをいう。
この論文で扱う山田多項式 [11]は山田修司が 1989年に定義した多項式型の不変

量である。山田多項式は ambient isotopy不変量ではなく、もう少し制限の強い同
値関係の下での不変量、具体的には regular isotopy不変量である。山田多項式を
ambient isotopy不変量にするために正規化する方法はいくつか知られている。山田
[11]は θ-グラフに対し、半谷 [3]は完全グラフK4に対して正規化の方法を与えてい
る。2011年に石井 [5]はwritheの概念を導入することで、θ-グラフに限らず、各頂
点の次数が 3で bridge(除去するとグラフGの連結成分が増えるGの辺) をもたな
いグラフに対し、山田多項式を ambient isotopy不変量にする正規化の方法を与え
た。θ-グラフの場合にはHuhと Jin[4]により正規化された山田多項式からVassiliev

不変量の系列が得られ、一般の場合には石井により正規化された山田多項式から
Vassiliev不変量の系列が得られることが示されている。

Vassiliev不変量 [10]とは、1990年にVassilievが円周 S1の特異な埋め込み全体の
空間のコホモロジー群を用いて定義した、結び目に対する不変量である。その後、
1993年にBirmanと Lin[1]によって、Vassilievが定義した不変量は組合せ的に再定
義され、その再定義の方法はそのまま、絡み目の場合に拡張された。そして、1996

年、Stanford[9]によって、Birmanと Linが再定義したVassiliev不変量は空間グラ
フの場合に拡張された。複素数に値をもつ位数 n以下の Vassiliev不変量の全体は
関数の和とスカラー倍に関してC上の有限次元ベクトル空間になるため、Vassiliev

不変量は扱いやすく、有用な不変量として数多くの研究結果が知られている。



この論文では、θ-curve (θ-グラフを 3次元空間内に埋め込んだ空間グラフ) に対
して、正規化された山田多項式から得られるVassiliev不変量について研究する。金
信 [6]により、θ-curveに対する位数 2以下のVassiliev不変量については、定数関数
とコンウェイ多項式の 2次係数の 1次結合で、位数 3以下のVassiliev不変量につい
ては、定数関数とコンウェイ多項式の 2次係数、3次係数とジョーンズ多項式の第 3

次導関数の 1次結合で表現できることが知られている。これらの公式を用いて、正
規化された山田多項式から得られるVassiliev不変量のうち、位数 2以下のものをコ
ンウェイ多項式の 2次の係数を用いて計算するための公式と位数 3以下のものをコ
ンウェイ多項式の 2次係数、3次係数とジョーンズ多項式の第 3次導関数を用いて
計算するための公式を導くことができる。それらの公式から正規化された山田多項
式から得られる位数 2以下のVassiliev不変量は、任意の θ-curve T に対して 0でな
い整数値をとり、さらに、それは 5を法として、T の “二重化”から定まる 3つの結
び目に対するコンウェイ多項式の 2次係数の和の−1倍であることが分かり、位数 3

以下のVassiliev不変量は、任意の θ-curve T に対して偶数値をとり、さらに、それ
は 11を法として、T の “二重化”から定まる絡み目の任意の 2成分から成る sublink

に対するコンウェイ多項式の 3次係数の−1倍であることが分かる。これらの結果
より、正規化された山田多項式から得られる θ-curveに対する位数 i以下のVassiliev

不変量 uiは iが 3より大きい場合でも整数値をとり、さらに、それは i(i + 1)− 1を
法として、T の “二重化”から定まる絡み目 (または結び目) に対するコンウェイ多
項式の i次係数 (の和)の−1倍であることが期待される。
この論文は次のように構成されている。第 1章では、空間グラフの定義と不変量

について説明する (第 1.1節)。さらに、Vassiliev不変量の定義と性質と例を述べ (第
1.2節)、結び目に対する位数 0, 1, 2のVassiliev不変量のなすベクトル空間の次元
と基底がどう与えられるのかを説明する (第 1.3節)。二重点をもつ結び目に対して、
その二重点の情報だけを含む簡単な図式 (chord diagram)を導入し (第 1.4節)、結
び目の chord diagramに対して、位数 n以下のVassiliev不変量のベクトル空間の基
底となる結び目を考え、Vassiliev不変量を計算する上で実用的な表である actuality

tableを導入する (第 1.5節)。θ-curveに対する Vasiiliev不変量を考察するために、
結び目の actuality tableを応用し、θ-curveの actuality tableを作成する。そして、
金信が導いた公式について説明する (節 1.6)。第 2章では、山田多項式の定義と性質
について説明し (第 2.1節)、第 2.2節と第 2.3節と第 2.4節で、各頂点の次数が 3で
bridgeをもたないグラフに対する石井による正規化の方法を説明する。第 2.5節で
は、θ-curveに対して、正規化された山田多項式から得られる位数 2以下のVassiliev

不変量をコンウェイ多項式の 2次係数を用いて計算するための公式を導き、その応
用を述べる。第 3章では、θ-curveに対して、正規化された山田多項式から得られる
位数 3以下のVassiliev不変量をコンウェイ多項式の 2次係数、3次係数とジョーン
ズ多項式の第 3次導関数を用いて計算するための公式を導き、その応用を述べる。
第 1章、第 2章は修士論文と全く同じであり、第３章のみ新たに書き加えた。
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1 Vassiliev不変量
Vassiliev[10]は、1990年に円周 S1の特異な埋め込み全体の空間を考え、その空

間のコホモロジー群を用いることで、結び目の不変量全体の中の特別なクラスの定
義を与えた。後にBirmanと Lin[1]によって、Vassilievが定義した不変量は組合せ
的に再定義され、その再定義の方法はそのまま、絡み目の場合に拡張された。そし
て、Stanford[9]によって、Birmanと Linが再定義したVassiliev不変量は空間グラ
フの場合に拡張された。
この章では、最初に、空間グラフの定義と空間グラフの不変量について説明する。

次に、論文 [2]に基づいてVassiliev不変量の定義と性質を説明し、位数 0, 1, 2以下
のVassiliev不変量のなすベクトル空間の次元と基底について述べる。さらに、特異
点 (二重点)をもつ結び目のその二重点の情報だけを含む図式 (chord diagram) を導
入し、Vassiliev不変量のなすベクトル空間の基底となる結び目 (basic knot)につい
て説明する。そして、chord diagramと basic knotを用いて作成される、Vassiliev

不変量を計算する上で実用的な表 (actuality table)について説明する。最後に、結
び目の actuality tableを応用して、空間グラフ θ-curveの actuality tableを作成し、
金信 [6]が示した θ-curveに対する位数 2以下の Vassiliev不変量のなす空間の次元
と基底に関する定理について説明する。

1.1 spatial embeddingと ambient isotopy

この論文全体を通して、グラフは有限グラフを表しているものとする。

定義 1.1 (空間グラフ). Gをグラフとする。3次元球面 S3への埋め込み f : G → S3

をGの spatial embeddingといい、f(G)を空間グラフ (spatial graph)という。G

の spatial embedding全体の集合を SE(G)と表す。

定義 1.2 (結び目). 円周 S1の S3への埋め込み f : S1 → S3 および、その像 f(S1)

を結び目 (knot)という。一般に、n個の円周の disjoint union S1
1 q · · · q S1

nの S3

への埋め込み f : qn
i=1S1

i → S3 および、その像 f(S1
1) ∪ · · · ∪ f(S1

n) を n成分から
なる絡み目 (link)という。結び目はグラフGがループである特別な場合の spatial

embeddingおよび、空間グラフ f(G)のことに他ならない。ただし、ループとは次
の図で表されるグラフである。
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定義 1.3 (空間グラフの同値). グラフGの２つの spatial embeddings f, g : G → S3

が ambient isotopicであるとは、φ ◦ f = gとなる S3上の向きを保つ自己同相写像
φ が存在するときをいう。ambient isotopicな２つの spatial embeddings, あるいは
それらの像 (空間グラフ)は空間グラフとして同じものとみなされる。

任意の空間グラフ f(G)は、平面上に射影した図式で表現することができる。す
なわち、空間グラフの射影図とは、S3から S3内の平面 P への射影 π : S3 → P を
考えたときのその像 π(f(G))のことである。射影図 π(f(G)) の多重点はすべて二重
点であり、その二重点は f(G)の頂点でないとする。さらに、二重点の個数は有限
個であるとする。このとき、平面 P に直交する方向から f(G)を見た図を f(G)の
正則図という。正則図は各二重点において、交わる 2辺に上下の情報を付けたもの
と考えられる。正則図を平面上に図示するときには、二重点の箇所を図 1のように
表す。

or

図 1: 上下の情報をもつ二重点

与えられた空間グラフを ambient isotopyで動かすことにより、同じ空間グラフ
がさまざまな正則図で表現される。例えば、２つの正則図が次の定義 1.4で与えら
れる変形で移り合うとき同じ空間グラフを表す。

定義 1.4 空間グラフの正則図に対する次の (1),. . . ,(5)の変形をR-moveとよぶ。特
に、(1),(2),(3)の変形を絡み目のR-moveという。
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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逆に、2つの空間グラフG1, G2(または絡み目K1, K2)に対し、それらの正則図の
間に R-moves(1),. . . ,(5) (絡み目の場合は (1),(2),(3)) と平面の isotopyによって関
連づけられた有限列が存在するとき、G1とG2(または絡み目K1とK2)は ambient

isotopicである [8, 定理 3.1.4]。
ここで、グラフGに対して、DG = {D | DはグラフGの spatial embeddingの

正則図 }とする。また、結び目の正則図の集合をDK とする。

定義 1.5 (空間グラフに対する不変量). Sを集合、v : DG → S を写像とする。この
とき、vがGの S3への埋め込みに関する空間グラフの ambient isotopy不変量で
あるとは、R-moves(1),. . . ,(5)のもとで不変であるときをいう。また、vが regular

isotopy不変量であるとは、R-moves(2),(3),(5)のもとで不変であるときをいう。

定義 1.6 (結び目に対する不変量). Sを集合、v : DK → S を写像とする。このと
き、vが結び目の ambient isotopy不変量であるとは、vがR-moves(1),(2),(3)の
もとで不変であるときをいう。

1.2 Vassiliev不変量の定義と性質
定義 1.7 (埋め込みの二重点). f : G → S3をグラフGの S3への埋め込みとする。
このとき、p ∈ f(G)が f の二重点であるとは、f(t) = pとなる t ∈ Gがちょうど
2つあり、pの十分小さい近傍において、次の図のように f(G)の 2つの弧が横断的
に交差しているときをいう。

p

定義 1.8 (二重点をもつ空間グラフ). グラフGの singular spatial embeddingと
は、連続写像 f : G → S3 であって、その特異点は有限個の二重点だけからなり、
それ以外の特異点はもたないものをいう。f(G)を二重点をもつ空間グラフという。
特に、G = S1の場合、singular spatial embedding f : S1 → S3 の像 f(S1)を二重
点をもつ結び目という。Gの singular spatial embedding 全体の集合を SEX(G)と
表す。

4



補題 1.9 複素数体Cに値をもつ任意の空間グラフの ambient isotopy(あるいは reg-

ular isotopy) 不変量 vは次の V assiliev skein relationにより、二重点をもつ空間
グラフの不変量に拡張される。

v

( )
= v

( )
− v

( )
ここで、上の式の 3つの正則図は上の式で描かれている 1つの交差点以外は全く同
じであるとする。

注意. Vassiliev skein relationを使うと、どんな空間グラフ不変量も有限個の二重点
をもつ空間グラフ不変量に帰納的に拡張できる。Vassiliev skein relationを使って、
二重点を分解する順番は様々に取り得るので、拡張の仕方には多くの方法がある。
しかし、拡張した結果は順番の選び方によらず１つに定まる。実際、n個の二重点
をもつ空間グラフの正則図DX...X対する空間グラフ不変量 vを拡張した結果は次の
交代和となる。

v(DX...X) =
∑

ε=(ε1,...,εn)

(−1)|ε|v(Dε1,...,εn)

ただし、|ε|は数列 ε = (ε1, . . . , εn) の中にある −1の個数で Dε1, ... ,εn は二重点を
ε1, ... , εnの符号と一致する交差点に変えることによりDX...X から得られる空間グ
ラフである。

空間グラフに対するVassiliev不変量は次のように定義される。

定義 1.10 (空間グラフに対するVassiliev不変量). vを空間グラフに対する ambient

isotopy不変量とする。vが位数 n以下のVassiliev不変量であるとは、n + 1個以
上の二重点をもつ任意の空間グラフの正則図Dに対して、v(D) = 0 になるときを
いう。さらに、vが位数が n以下で n − 1以下でないとき、位数 nのVassiliev不変
量とよばれる。

結び目に対するVassiliev不変量の例を 1つ紹介する。まずはその準備として、絡
み目に対する多項式型の不変量であるコンウェイ多項式を定義する。

定義 1.11 (Conway). 絡み目Kのコンウェイ多項式∇K(z)とは次の (1),(2),(3)に
よって定義される zを不定元とする多項式のことである。
(1)K ≈ K ′ (ambient isotopic) =⇒ ∇K(z) = ∇K′(z).

(2)K ≈ © (自明な結び目) =⇒ ∇K(z) = 1.

(3) ∇K+(z) −∇K−(z) = z∇K0(z).

ここで、K+, K−, K0は絡み目の正則図のある１つの交差点の近くで次の図のよ
うに異なり、ほかの部分では同じ正則図をもつ、３つの絡み目 (または結び目)で
ある。
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K+ K– K0

例 1.12 コンウェイ多項式∇K(z)の znの係数 anは位数 n以下のVassiliev不変量
である。

証明. 簡単のため、C(K) = ∇K(z)とおく。コンウェイ多項式の定義より、

C

( )
− C

( )
= zC

( )
である。また、Vassiliev skein relationより、

C

( )
= C

( )
− C

( )
である。したがって、k個の二重点をもつ任意の singular knot Kに対して、

C

( )
= C

( )
− C

( )

= zC

( )
= ...

= zkC

( )
.

ここで、コンウェイ多項式は係数が整数の多項式だから、

C

( )
= b0 + b1z + · · · + bmzm

とおくことができる。ただし、b0, . . . , bmはある整数である。したがって、

C

( )
= zk(b0 + b1z + · · · + bmzm)

と表される。ゆえに、k = n + 1とすると、C(K)の znの係数 anは 0である。よっ
て、コンウェイ多項式の znの係数 anは位数 n以下のVassiliev不変量である。 �
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1.3 結び目に対する位数2以下のVassiliev不変量
VnをC上に値をもつ位数n以下の結び目に対するVassiliev不変量の集合とする。

Vnは関数の和とスカラー倍に関してC上のベクトル空間をなす。位数 0, 1, 2以下
のVassiliev不変量のなすベクトル空間 V0,V1,V2についてはその次元が知られてい
る。ここでは、それらの次元と基底の 1組がどのように与えられるのかを述べる。

命題 1.13 位数 0以下の任意のVassiliev不変量 v ∈ V0は定数関数である。すなわ
ち、V0 = {const.} であり、したがって、dimV0 = 1 である。

証明. v ∈ V0とする。定義 1.10より、１つの二重点をもつ singular knotに対する
vの拡張の値は 0である。すなわち、

v

( )
= v

( )
− v

( )
= 0.

これより

v

( )
= v

( )
である。ここで、任意の結び目 Kをとると、有限回の crossing changeでKのすべ
ての正則図は自明な結び目K0の正則図に変形することができる。つまり、Kの正
則図を下降的な正則図、すなわち、K上に基点を指定し、その基点からKの向き
に従って進んだとき、K同士の交差点では上の交差点に先に到達するという条件を
満たす正則図になるように crossing changeしていけばよい。
以上より、KからK0になるまでに必要なだけ crossing changeをすることにより、

v(K) = v(K1) = ... = v(K0)

が得られる。よって、vは定数関数である。 �

命題 1.14 V1 = V0.

証明. v ∈ V1とすると、定義 1.10より、

v

( )
= v

( )
− v

( )
= 0

だから、

v

( )
= v

( )
である。したがって、crossing changeをしても１つの二重点をもつ singular knotに
対する vの値は変化しない。ここで、１つの二重点をもつ任意の結び目 Kをとる。
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主張. Kのすべての正則図は有限回の crossing changeで figure infinityの正則図に
変形することができる。次の図が figure infinityである。

figure infinity

主張の証明. Kを次の図のように 2つの部分 L1, L2に分ける。

L1 L2

次の 2つの操作を行う。
(1)L1と L2の間 (次の図の丸枠内)のすべての crossingにおいて L1が L2の上に

なるように crossing changeを行う。

ここの crossing

L1 L2

(2)L1またはL2同士の弧の crossingについては、L1とL2のそれぞれで下降的な
正則図になるように crossing changeを行う。

(1), (2)の操作により、Kは figure infinityの正則図に変わる。
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命題の証明に戻る。主張より、

v(K) = v

( )

= v

( )
− v

( )

= v

( )
− v

( )
= 0.

したがって、V1 = V0 (= {const.}) である。 �

命題 1.15 dimV2 = 2.

証明. ２個の二重点をもつ結び目をとり、crossing changeと ambient isotopyによ
る変形を使って、basic knots K1またはK2に変形する。ただし、K1, K2は次の図
のような singlar knotsである。

Basic knot Basic knot

1 22 1

K1 K2

主張 1. ２個の二重点をもつ任意の結び目は crossing changeと ambient isotopyに
よる変形を使って、basic knots K1, K2のどちらか１つに変形させることができる。
主張 1の証明. まず、v ∈ V2をとると、定義 1.10より、

v

( )
= v

( )
− v

( )
= 0

だから、

v

( )
= v

( )
である。したがって、２個の二重点をもつ singular knotに関しては、crossing change

をしても vの値は変わらない。
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また、２個の二重点をもつ singular knotの正則図は二重点に接続している弧の
つなぎ方に応じて、次の (1),. . . ,(6)のいずれの状況になる。

double point 1 double point 2
a b c

S

G

に対して、
(1) S → a → b → c → G :

a b c

S

G

これはK1に変形することができる。
(2) S → a → c → b → G :

a b

c

S

G

これはK2に変形することができる。
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(3) S → b → a → c → G :

a b c

S

G

これはK1に変形することができる。
(4) S → b → c → a → G :

a b

c

S

G

これはK2に変形することができる。
(5) S → c → a → b → G :

ab c

S

G

これはK1に変形することができる。
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(6) S → c → b → a → G :

a b c

S

G

これはK1に変形することができる。
主張 2. これら２つの basic knots K1とK2は一方からもう一方を得ることはでき
ない。
主張 2の証明. K1とK2の本質的な違いは曲線上にある二重点の順列の違いにあ
る。そのことを説明するために、K1とK2の二重点に 1と 2というラベルを付ける。

Basic knot Basic knot

1 22 1

K1 K2

下の図の基点 1から結び目 K1をたどると、順列 1122が得られる。また、基点 2か
らたどるときは 1221, 基点 3からたどるときは 2211, 基点 4からたどるときは 2112

となる。これらの順列は巡回置換を許して同じものとみなす。

1 2

基点

基点

１

２
３

４基点

基点

一方、K2については、基点 1, 3からたどるときは順列 1212, 基点 2, 4からたどる
ときは順列 2121が得られる。これらの順列は巡回置換を許して同じものとみなす。
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基点１

２基点 基点

基点3

4

しかしながら、巡回置換を許したとしても、２つの列 1122(または、1221 , 2211 ,

2112)と 1212(または、2121)は異なる。
命題の証明に戻る。今、２個の二重点をもつ任意の singular knot Kをとる。も

し、K をたどるときの二重点の順列が 1122ならば、有限回の crossing changesと
ambient isotopyによる変形でK をK1に変形できる。もし、順列が 1212ならば、
KをK2に変形できる。このことは、位数 2のVassiliev不変量 vが {K1, K2} 上の
値によって決まることを示している。したがって、f ∈ V2を (f(K1), f(K2)) ∈ C2

に対応させる線形関数Φ : V2 → C2 が定義される。
主張 3. KerΦ = V1.

主張 3の証明. 任意の f ∈ KerΦをとると、f(K1) = f(K2) = 0 である。した
がって、２個の二重点をもつ任意の singular knot Kに対して、f(K) = 0 だから、
KerΦ ⊂ V1 である。また、V1の定義より、V1 ⊂ KerΦである。よって、KerΦ = V1

である。
命題の証明に戻る。任意の結び目不変量 f に対して、

f(K1) = f

( )
= f

( )
− f

( )
= 0

であるから、(f(K1), f(K2)) = (0, f(K2)) より、ImΦは 1次元以下である。した
がって、Φに準同型定理を適用して、

ImΦ ∼= V2/KerΦ = V2/V1

を得る。よって、Φ(f2) = (0, 1) ∈ ImΦとなるある f2 ∈ V2が存在し、任意の f ∈ V2

に対して、
Φ(f) = (0, a) = a(0, 1) = aΦ(f2) (a ∈ C)

となる。よって、
Φ(f) − aΦ(f2) = Φ(f − af2) = 0

である。これは f − af2 ∈ KerΦ 同値である。また、KerΦ = V1 = {bf1 | b ∈ C}
であるから、f − af2 ∈ {bf1 | b ∈ C} である。ゆえに、f − af2 = bf1 とおくと、
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f = bf1 + af2 である。したがって、dimV2 ≤ 2である。実際、コンウェイ多項式の
z2の係数 a2は定数ではない (三葉結び目に対するコンウェイ多項式の z2の係数は
1である [8, 例 3.2.7]) ので、dimV2 = 2である。 �

1.4 Chord diagrams

二重点をもつ空間グラフから、その二重点の情報だけを含む簡単な図式 (chord

diagramとよばれる)を作ることができる。ここでは、結び目の chord diagramに
ついて説明する。

定義 1.16 結び目の位数nの chord diagramとは、相異なるn個の点の互いに素な
対の集合を伴う、向きづけられた円周のことをいう。向きを保つ同相写像で移り合
うものは同一視して考える。

ここで、位数 nの chord diagramの集合を Anとかくことにする。また、chord

diagramにおける円周の向きづけは省略し、反時計回りに向きづけられていると
する。

例 1.17

A1 =

{ }
,

A2 =

{
,

}
,

A3 =

{
, , , ,

}

定義 1.18 n個の二重点をもつ singular knot Kに対して、chord diagram σ(K) ∈ An

を結び目の n個の二重点の像を n本の chordに対応させることにより定義する。

例 1.19

σ

( )
= , σ

( )
=

命題 1.20 位数 n以下Vassiliev不変量 vの値は n個の二重点をもつ結び目の chord

diagramにだけ依存する。すなわち、n個の二重点をもつ結び目K1, K2に対して、

σ(K1) = σ(K2) ⇒ v(K1) = v(K2).
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証明. σ(K1) = σ(K2)と仮定する。K1の chord diagramとK2の chord diagramと
が等しいので、両方の chord diagramsの chordの間に１対１の対応がある。した
がって、K1とK2の二重点の間にも１対１の対応がある。各々対応している二重点
の付近がK1とK2とで全く一致するように R3内にK1とK2を置く。すると、二
重点付近に手を加えず、crossing changesと ambient isotopyによる変形だけでK1

からK2に変形できる。K1, K2の二重点の個数は nで、vの位数が n以下であるか
ら補題 1.9より、crossing changesと ambient isotopyによる変形を施しても vの値
は変化しない。したがって、v(K1) = v(K2) である。 �

1.5 Basic knots and actuality table

位数 n以下の結び目のVassiliev不変量は n個の二重点をもつ結び目K の chord

diagramにだけ依存している (命題 1.20)。しかし、chord diagramから直接値を求
めることは不可能であるから、各 chord diagramに対して、代表的な basic singular

knotを選ばなければならない。そして、それらを表にしたものがactuality tableであ
り、実際にVassiliev不変量を計算するときに使われる。位数 3までの basic singular

knotsは次の表で与えられる。

A A0 1 A2 A3

chord
diagrams

basic
singular
knots

命題 1.21 K を任意の結び目、vを位数 n以下の Vassiliev不変量とする。このと
き、v(K)は高々n個の二重点をもつ basic singular knotsに対する vの値の 1次結
合で表現できる。

証明. Vassiliev skein relationより、

v

( )
= v

( )
+v

( )
, v

( )
= v

( )
−v

( )

である。
Kを crossing changesと ambient isotopyによる変形で、自明な結び目に変形し、

v(K)が自明な結び目に対する vの値と１個の二重点をもついくつかの結び目に対
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する vの値の和でかけることを示す。その際に、crossing changeしなければならな
い正の crossing と負の crossing がそれぞれ x0個、y0個あるとする。この
とき、

v(K) = v

( )

= v

( )

+ v

( )

= v

( )

+ v

( )

+ v

( )
= . . .

= v

( )

+

x0∑
i0=1

v

(
番目i0

)
.

ここで、

(∗x0) =

x0∑
i0=1

v

(
番目i0

)

とすると、

v(K) = v

( )

− v

( )
+ (∗x0)

= . . .
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= v

( )

−
y0∑

j0=1

v

(
番目x0 j0+

)
+ (∗x0)

であり、

(∗y0) =

y0∑
j0=1

v

(
番目x0 j0+

)

とすると、

v(K) = v

( )
+ (∗x0) − (∗y0)

である。ただし、(∗x0), (∗y0)は１個の二重点をもつ singular knotに対する vの値
の和である。したがって、v(K)は自明な結び目に対する vの値と１個の二重点を
もついくつかの結び目に対する vの値の和でかける。
同様にすると、1個の二重点をもつ結び目K1に対する vの値は

v(K1) = v

( )
+ (∗x1) − (∗y1)

とかける。ただし、(∗x1), (∗y1)は２個の二重点をもつ singular knotに対する vの
値の和である。そして、v(K)を高々n個の二重点をもつ basic singular knotsに対
する vの値と n + 1個の二重点をもつ singular knotsに対する vの値の和で表示す
るまでこの操作を繰り返す。Knを n個の二重点をもつ結び目とすると、

v(Kn) = v(Kb
n) + (∗xn) − (∗yn)

である。ただし、Kb
nはn個の二重点をもつbasic singular knotであり、(∗xn), (∗yn)

はn+1個の二重点をもつ singular knotに対する v値の和である。今、vは位数n以
下のVassiliev不変量だから、(∗xn) = 0, (∗yn) = 0 である。したがって、v(Kn) =

v(Kb
n) である。
以上より、

v(K) = v(Kb
0) + a1v(Kb

1) + a2v(Kb
2) + · · · + anv(Kb

n) (a1, . . . , an ∈ Z)

と表されることがわかる。ただし、Kb
i (0 ≤ i ≤ n) は i個の二重点をもつ basic

singular knotである。 �
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1.6 θ-curveに対する位数2以下のVassiliev不変量
結び目に対するVassiliev不変量は basic singular knotsに対するVassiliev不変量

の 1次結合で表現できた (命題 1.21)。それと同様に、金信 [6]により θ-curveに対す
る位数 3以下のVassiliev不変量は定数関数とコンウェイ多項式の 2次係数の 1次結
合で表現できることが知られている。ここではその方法を述べる。

定義 1.22 (θ-curve). θ-グラフとは、２つの頂点 p+, p−と３つの辺 e1, e2, e3 からな
る次の図 2のような順序と向きがついたグラフのことをいう (ただし、{i, j, k} =

{1, 2, 3})。θ-グラフ θの S3への埋め込み T : θ → S3 の像 T (θ)を θ-curveという。

ei

p–

ek ej

p+

θ

図 2: θ-グラフ

結び目の場合と同様にして、θ-curveの位数 2までの actuality tableを作成する。
ただし、θ-curveの辺と区別するために各 chord diagramの chordを点線で表す。ま
た、θ-curveの頂点と二重点を区別するために頂点は表記しない。

A A0 1 A2

chord
diagrams

theta-curves
singular
basic

2個の二重点をもつ θ-curveの chord diagramは上の actuality tableの中の A2

における 3つの図以外も考えられるが、その他の chord diagramはそれらの chord

diagramを用いて表される [6, 命題 9]。
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θ-curve T に対して、wijを eiと ejの交点数とし、n1, n2, n3を連立方程式
n1 + n2 = −2(w11 + w22 − w12)

n2 + n3 = −2(w22 + w33 − w23)

n1 + n3 = −2(w11 + w33 − w13)

の整数解とする。各辺 eiに平行にバンドを付けて θ-curve T を二重化し、絡み目
L′(T )を作る。その絡み目L′(T )の eiに対応するバンドに、ni回の half twistsを加
えて絡み目L′′(T )を作る。このとき、その絡み目L′′(T )のザイフェルト曲面は T を
スパインにもち、そのザイフェルト形式は 0となる [5]。
このとき、θ-グラフの向きづけられた3辺e1, e2, e3に対して、3つの cycles c1, c2, c3

を

c1 = (T (e2)) ∪ (−T (e3)),

c2 = (T (e3)) ∪ (−T (e1)),

c3 = (T (e1)) ∪ (−T (e2))

と定める。ただし、−T (e1),−T (e2),−T (e3)はそれぞれ T (e1), T (e2), T (e3)とは反
対の向きが付いた辺とする。c1, c2, c3に対応するL′′(T )の各成分をそれぞれK1(T ),

K2(T ), K3(T )とおく。順序と向きがついた絡み目L(T )をL(T ) = K1(T )∪K2(T )∪
K3(T ) と定める。

例 1.23 T1を次の図のような θ-curveとする。

T1

e2e1

e3

このとき、連立 1次方程式
n1 + n2 = −2(0 + 0 − (−3))

n2 + n3 = −2(0 + 0 − 0)

n1 + n3 = −2(0 + 0 − 0)
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を解くと、n1 = n2 = −3, n3 = 3である。したがって、L(T1) = K1(T1)∪K2(T1)∪
K3(T1) は次の図のような絡み目となる。

K1(T1)
K2(T1)

K3(T1)

L(T1)

U を自明な θ-curve, M2
k を次の図のような 2個の二重点をもつ θ-curveとする。

ei ej

ek

M k


金信は θ-curve T に対する位数 2以下の Vassiliev不変量について次の結果を示
した。

定理 1.24 (金信 [6, 定理 1]) θを θ-グラフ、vを θの S3への埋め込み T に対する位
数 2以下のVassiliev不変量とする。このとき、

v(T ) = A +
3∑

i=1

Bia2(Ki(T ))

が成り立つ。ただし、A = v(U), Bi = v(M2
i ) (i = 1, 2, 3) であり、a2はコンウェイ

多項式の 2次係数である。さらに、{c, a2(K1(T )), a2(K2(T )), a2(K3(T ))}は θ-curve

に対する位数 2以下のVassiliev不変量のなすベクトル空間 V2 の基底である。ただ
し、cはすべての T に対して、1を対応させる定数不変量である。 �
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この公式より、θ-curve T に対する位数 2以下のVassiliev不変量 vは定数関数と
コンウェイ多項式の 2次係数の 4つの基底の 1次結合で表現できることがわかる。
vがグラフの順序と向きづけによらない場合には、v(M2

1 ) = v(M2
2 ) = v(M2

3 ) とな
る [6, 定理 3]。
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2 山田多項式
空間グラフ不変量の中に、山田修司 [11]が定義した多項式型の不変量–山田多項

式– がある。実は、山田多項式は ambient isotopy不変量ではなく、もう少し制限
の強い同値関係の下での不変量、具体的には regular isotopy不変量である。山田
多項式に補正を加えて、ambient isotopy不変量を作る方法はいくつか知られてい
る [3],[11]が、石井 [5]は空間グラフの cycleの集合に対してwrithe[5]の概念を導入
し、それを用いて山田多項式を ambient isotopy不変量にするための正規化の方法
を与えた。重要な点はその方法で正規化された山田多項式からは空間グラフに対す
るVassiliev不変量の系列が得られるということである。
この章では、まず、論文 [5],[8]に基づいて山田多項式の定義と性質を説明する。

そして、論文 [5]に基づいて、各頂点の次数が 3で bridgeをもたないグラフに対す
る石井による正規化の方法を述べる。最後に、主結果を含む正規化された山田多項
式から得られるVassiliev不変量に関する公式について述べる。

2.1 山田多項式の定義と性質
山田多項式は (空間に埋め込む前の)グラフGに対する 2変数多項式を用いて定

義される。そこで、まずは、その 2変数多項式の定義を述べる。

定義 2.1 i = 0, 1に対し、βi(G)をグラフ G = (V, E, φ)の i次元ベッティ数とす
る。すなわち、グラフGの頂点と辺と連結成分の個数をそれぞれ p, q, sとおくと、
β0 = s, β1 = q−p+ sである。グラフGに対して、x, yを不定元とする多項式 f(G)

を f(G) = xβ0(G)yβ1(G)と定め、

h(G) := h(G)(x, y) =
∑
F⊂E

(−x)−|F |f(G − F )

と定める。ただし、F ⊂ Eに対して、G − F はG − F = (V, E − F, φ|E−F )により
定義されるGの部分グラフであり、|F |は集合 F の元の個数を表す。h(G)の定義
式における和は F = ∅, F = Eの場合も含む。

命題 2.2 eをGのループでない辺とする。このとき、

h(G) = h(G/e) − 1

x
h(G − {e})

が成り立つ。ただし、G/eはGで eを１点に縮めたグラフである。
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証明.

h(G) =
∑
F⊂E

(−x)−|F |f(G − F )

=
∑

e/∈F⊂E

(−x)−|F |f(G − F ) +
∑

e∈F⊂E

(−x)−|F |f(G − F )

=
∑

F⊂E−e

(−x)−|F |f(G/e − F ) − 1

x

∑
F ′⊂E−e

(−x)−|F ′|f(G − {e} − F ′)

= h(G/e) − 1

x
h(G − {e}).

�
２つのグラフG1とG2の disjoint unionをG1 qG2 で表示し、G1とG2の１点共

有和をG1 ∨ G2で表示する。

命題 2.3 h(G)は次の性質をもつ。
(1) h(G1 q G2) = h(G1)h(G2).

(2) h(G1 ∨ G2) = 1
x
h(G1)h(G2).

(3) Gが切断辺（その辺をGから除くとGの連結成分が増えるような辺）をもつな
らば、h(G) = 0 である。

証明.

(1) G1 = (V1, E1, φ1) , G2 = (V2, E2, φ2)とすると、G1qG2 = (V1∪V2 , E1∪E2 , φ)

である。このとき、

h(G1)h(G2) =

( ∑
F1⊂E1

(−x)−|F1|f(G1 − F1)

)( ∑
F2⊂E2

(−x)−|F2|f(G2 − F2)

)
=

∑
F1∪F2⊂E1∪E2

(−x)−(|F1|+|F2|)f(G1 q G2 − (F1 ∪ F2))

= h(G1 q G2).

(2) G1 q G2 の頂点と辺と連結成分の個数をそれぞれ p, q, sとおくと、G1 ∨ G2 の
頂点と辺と連結成分の個数はそれぞれ p − 1, q, s − 1である。したがって、

h(G1 ∨ G2) =
∑

F⊂E1∪E2

(−x)−|F |xβ0(G1∨G2−F )yβ0(G1∨G2−F )

=
∑

F⊂E1∪E2

(−x)−|F |xβ0(G1qG2−F )−1yβ0(G1qG2−F )

= x−1
∑

F⊂E1∪E2

(−x)−|F |xβ0(G1qG2−F )yβ0(G1qG2−F )

=
1

x
h(G1)h(G2).
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(3) eを Gの切断辺とすると、Gのある部分グラフ G1 と G2 を用いて、G − e =

G1 q G2 , G/e = G1 ∨ G2 とかける。命題 2.2と (1),(2)より、

h(G) = h(G/e) − 1

x
h(G − {e})

= h(G1 ∨ G2) −
1

x
h(G1 q G2)

=
1

x
h(G1)h(G2) −

1

x
h(G1)h(G2)

= 0.

�

定理 2.4 e1, e2を次数２の１つの頂点 vを共有するループでないGの２辺とすると、

h(G) = h(G/e1),

すなわち、次式が成り立つ。

h

(
e1 e2

v

)
= h

(
e2

)
.

証明. グラフGは切断辺 e2をもつから、h(G − e1) = 0 である。よって、命題 2.2

より
h(G) = h(G/e1) −

1

x
h(G − e1) = h(G/e1).

�

グラフGの山田多項式は次のように定義される。

定義 2.5 (山田多項式). Gをグラフ、f : G → S3を埋め込み、Dを f(G)の１つ
の正則図とする。Dの交差点 cに対して、次の図 3のように正スピン S+,負スピン
S−,０スピン S0を定める。正則図Dの各交差点を 3つのスピンのどれかに置き換
えてDから得られる平面グラフをD上のステイトという。Dが n個の交差点をも
つとすると、3n個のステイトが存在する。D上のすべてのステイトの集合を S(D)

で表す。ステイト Sに含まれる正スピン、負スピンの個数をそれぞれ p, qとして、
{D | S} = Ap−qとおく。ここで、Aは不定元である。このとき、Aに関するローラ
ン多項式R(D)(A)を

R(D) = R(D)(A) :=
∑

S∈S(D)

{D | S}H(S)

と定める。ここでH(S) = h(S)(−1,−A − 2 − A−1)である。特に、R(φ) = 1と定
める。この様にして定義されるローラン多項式R(D)(A)を正則図Dの山田多項式
という。

24



c

S S S+ – 0

図 3: 3つのスピン

命題 2.6 山田多項式は次の性質をもつ。

(1) R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )
.

(2) R

( )
= R

( )
+ R

( )
.

(3) グラフの正則図 D1, D2 の disjoint union D1 q D2 に対して、R(D1 q D2) =

R(D1)R(D2).

(4)グラフの正則図D1, D2の１点共有和D1∨D2に対して、R(D1∨D2) = −R(D1)R(D2).

(5) 正則図Dが切断辺をもつとき、R(D) = 0.

(6) R

( )
= A + 1 + A−1.

(7) R

(
D t

)
= (−1)n−1(A + 1 + A−1)nR(D).

ただし、nは に含まれるループの個数である。

証明.

(1) グラフ G,G+, G−, G0を１つの交差点の近傍だけ下の図のように異なってい
て、それ以外は全く同じグラフとする。

+ – 0G G G G
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G,G+, G−, G0の正則図をそれぞれD,D+, D−, D0として、

S(D) = {S | D上のステイト }, S(D+) = {S | D+上のステイト },
S(D−) = {S | D−上のステイト }, S(D0) = {S | D0上のステイト }

とする。このとき、S(D)は S(D+), S(D−), S(D0) の非交和でかける。した
がって、

R(D) =
∑

S∈S(D)

{D | S}H(S)

=
∑

S∈S(D+)

{D | S}H(S) +
∑

S∈S(D−)

{D | S}H(S)

+
∑

S∈S(D0)

{D | S}H(S)

=
∑

S∈S(D+)

A{D+ | S}H(S) +
∑

S∈S(D−)

A−1{D− | S}H(S)

+
∑

S∈S(D0)

{D0 | S}H(S)

= A
∑

S∈S(D+)

{D+ | S}H(S) + A−1
∑

S∈S(D−)

A−1{D− | S}H(S)

+
∑

S∈S(D0)

{D0 | S}H(S)

= AR(D+) + A−1R(D−) + R(D0)

である。これは (1)の等式に等しい。

(2) 命題 2.2より

h

( )
= −1

x
h

( )
+ h

( )

だから、

H

( )
= H

( )
+ H

( )
である。また、上の式の３つの正則図は交差点の個数が等しいから、

S

( )
, S

( )
, S

( )
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の元の個数も等しい。したがって、

∑
S∈S
( )

{ ∣∣∣∣∣ S

}
=

∑
S∈S
( )

{ ∣∣∣∣∣ S

}

=
∑

S∈S
( )

{ ∣∣∣∣∣ S

}

である。よって (2)の等式を得る。

(3) 山田多項式の定義より、

R(D1 q D2) =
∑

S∈S(D1qD2)

{D1 q D2 | S}H(S)

が成り立つ。ここで、Sの連結成分をS1, S2とすると、S = S1 qS2とかける。
さらに、p1, p2をそれぞれ S1と S2における正スピンの個数、q1, q2をそれぞ
れ S1と S2における負スピンの個数とする。

S S1 2

p p
11

22
qq

このとき、

{D1 q D2 | S} = A(p1+p2)−(q1+q2) = Ap1−q1Ap2−q2 = {D1 | S}{D2 | S}

が成り立つ。また、命題 2.3の (1)より

H(S) = H(S1 q S2) = H(S1)H(S2)

である。したがって、

R(D1 q D2) =

( ∑
S1∈S(D1)

{D1 | S1}H(S1)

)( ∑
S2∈S(D2)

{D2 | S2}H(S2)

)
= R(D1)R(D2)

である。
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(4) (3)と同様に、

S S1 2

p p
11

22 qq

p1, p2をそれぞれ S1と S2における正スピンの個数、q1, q2をそれぞれ S1と S2

における負スピンの個数とすると、

{D1 ∨ D2 | S} = {D1 | S}{D2 | S}

が成り立つ。また、命題 2.3の (2)より

H(S) = H(S1 ∨ S2) = −H(S1)H(S2).

よって

R(D1 ∨ D2) =
∑

S∈S(D1∨D2)

{D1 ∨ D2 | S}H(S)

=

( ∑
S1∈S(D1)

{D1 | S1}

)( ∑
S2∈S(D2)

{D2 | S2}

){
−H(S1)H(S2)

}
= −R(D1)R(D2).

(5) Dが切断辺をもつから命題 2.3の (3)よりH(S) = 0 である。したがって、

R(D) =
∑

S∈S(D)

{D | S}H(S) = 0.

(6)

h

( )
(x, y) = (−x)0x1y1 + (−x)−1x1y0 = xy − 1

より、

H

( )
= h

( )
(−1 , −A − 2 − A−1)

= −(−A − 2 − A−1) − 1

= A + 1 + A−1
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である。よって、

R

( )
= A0−0H

( )
= A + 1 + A−1

である。

(7)

R

(
D t

)
= R

( )
R(D)

= −R

( )
R

( )
R(D)

= −R

( )
(A + 1 + A−1)R(D)

= (−1)2R

( )
(A + 1 + A−1)2R(D)

= · · ·

= (−1)n−1R

( )
(A + 1 + A−1)n−1R(D)

= (−1)n−1(A + 1 + A−1)nR(D).

�

命題 2.7 山田多項式は次の等式を満たす。

(−A)−2R

( )
= R

( )
= (−A)2R

( )
(2.1)

(−A)−1R

( )
= R

( )
= (−A)R

( )
(2.2)

証明. まず、等式 (2.1)を確かめる。

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= AR

( )
R

( )
+ A−1R

( )
− R

( )
R

( )
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= (1 + A + A2)R

( )
+ A−1R

( )
+ (−A−1 − 1 − A)R

( )

= A2R

( )
であるから、

(−A)−2R

( )
= R

( )
である。同様にして、

R

( )
= (−A)2R

( )
も示せる。
次に、等式 (2.2)を確かめる。

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= −AR

( )
R

( )
+ A−1R

( )

+ R

( )
+ R

( )

= −A

{
R

( )(
R

( )
− R

( ) ) }

+ A−1R

( )
+ R

( )
− R

( )
R

( )

= A−1R

( )
+ R

( )
+ (−A−1 − 1 − A)R

( )

= −AR

( )
より、

(−A)−1R

( )
= R

( )
である。同様にして、

R

( )
= (−A)1R

( )
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も示せる。 �

定理 2.8 (山田 [11]) f ∈ SE(G)の正則図Dfに対して、R(Df )はfの regular isotopy

不変量である。

証明. R(Df )が R-moves(2),(3),(5)のもとで不変であることを示せばよい。まず、
R-move(2)のもとで不変であることを示す。これは次の計算によりわかる。

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= A−1R

( )

+ A−1

(
AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( ) )

+ AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= A−1R

( )
+ R

( )
+ A−2R

( )
+ A−1R

( )

+ AR

( )
− A−1(A + 1 + A−1)R

( )

+ R

( )
+ R

( )

= R

( )
− R

( )
+ (A + A−1)R

( )

+ R

( )
+ R

( )
− (A + 1 + A−1)R

( )

= R

( )
.

次に、R-move(5)のもとで不変であることを示す。vをR-move(5)に現れる頂点
とする。頂点 vの次数についての帰納法で証明する。deg(v) = 1のときは正則図は
切断辺をもつので、R-move(5)を行う前後の正則図に対する山田多項式はどちらも
0である。ゆえに、deg(v) = 1のときR-move(5)は成立する。deg(v) = 2のときは
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R-move(2)に対する証明と同じである。deg(v) = 3のときは

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= A

{
AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( ) }

+ A−1

{
AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( ) }

+

{
AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( ) }

= A2R

( )
+ A−2R

( )
+ R

( )

+ R

( )
+ AR

( )
+ A−1R

( )

+ AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= (A2 + A−2 + 1)R

( )
− R

( )
R

( )

+ A

{
R

( )
+ R

( ) }
+ A−1

{
R

( )
+ R

( ) }

+ A

{
R

( )
+ R

( ) }
+ A−1

{
R

( )
+ R

( ) }

+

{
R

( )
+ R

( ) }
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= (A2 + A−2 + 1 + A + A−1)R

( )
+ (A + A−1)R

( )

+ AR

( )
+ A−1R

( )

− AR

( )
R

( )
− A−1R

( )
R

( )

− R

( ){
R

( )
− R

( ) }

+

{
R

( )
+ R

( ) }
+

{
R

( )
+ R

( ) }

= {A2 + A−2 + 1 + A + A−1}R

( )

{−A(A−1 + 1 + A) − A−1 − A(A−1 + 1 + A)}R

( )

+ (A + A−1 + 1)R

( )
+ AR

( )
+ A−1R

( )

− R

( )
R

( )
+

{
R

( )
+ R

( ) }

= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

+ {A + A−1 + 1 + 1 − (A−1 + 1 + A)}R

( )

= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )
+ R

( )

である。一方、

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )
+ R

( )
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だから、

R

( )
= R

( )
である。したがって、

R

( )
= R

( )
= R

( )

である。deg(v) > 3のときは、命題 2.6(2) と帰納法の仮定により、

R

( )
= R

( )
− R

( )

= R

( )
− R

( )
= R

( )
.

最後に、R-move(3)のもとで不変であることを示す。

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= R

( )
.

以上より、R-moves(2),(3),(5)のもとで不変であるからR(Df )は f の regular iso-

topy不変量である。 �

2.2 グラフのwritheによる山田多項式の補正
この節では論文 [5]において導入された writheの概念を説明し、山田多項式を

ambient isotopy不変量に正規化する方法を述べる。

定義 2.9 任意のグラフGに対して、閉区間 [0, 1]と同相なGの辺の有限列をGの
pathといい、円周 S1と同相なGの辺の有限列をGの cycleという。path (または
cycle) ω = e1 · · · enの長さ l(ω)とは、e1, · · · , enの個数 nのことをいう。

ここで、Ωn = {ω | ω は l(ω) = nとなる pathまたは cycle}とする。
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定義 2.10 写像 σ : Ω1 ∪Ω2 → Z に対して、Gの σ-writheとは、次の等式を満たす
regular isotopy不変量 W : DG → Zのことをいう。

W

(
e

)
− σ(e) = W

(
e

)
= W

(
e

)
+ σ(e) (2.3)

W

(
e

é

)
− σ(e ∪ e′) = W

(
é

e
)

= W

(
é

e
)

+ σ(e ∪ e′) (2.4)

ただし、

e ∪ e′ =

{
e if e = e′,

ee′ otherwise.

定義 2.11 τG : Ω1 ∪ Ω2 → Zを

τG(ω) =

{
2 if ω ∈ Ω1(G),

1 otherwise.

で定義する。写像W : DG → Zに対して、SW を

SW (D) = (−A)W (D)R(D) (D ∈ DG)

によって定義する。

定義 2.12 すべての頂点の次数が 3 であるグラフを trivalent graphまたは、3-

regular graphという。

補題 2.13 (石井 [5, 補題 2.1]) Gをループを含まない trivalent graphとし、f ∈
SE(G)の正則図Df に対して、R(Df )の最小次数をmR(Df )とかく。このとき、

(A) mRはGの τG-writheとなる。

(B) W をGの τG-writheとすると、f ∈ SE(G)の正則図Df に対して、SW (Df )は
f の ambient isotopy不変量となる。

証明. まず、(A)から示す。山田多項式R(Df )は regular isotopy不変量だから、R-

moves(2),(3),(5)のもとで不変である。したがって、山田多項式の最小次数mR(Df )

もR-moves(2),(3),(5)のもとで不変である。ゆえに、W : DG → Zは regular isotopy

不変量となる。W が定義 2.10の２つの等式 (2.3),(2.4) を満たすことを示す。
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まず、W が等式 (2.3)を確かめる。(2.1)式より、

(−A)−2R

( )
= R

( )
= (−A)2R

( )

が成り立ち、

R

( )
, R

( )
, R

( )
の最小次数をそれぞれmR1 ,mR2 ,mR3 とすると、

mR1 − 2 = mR2 = mR3 + 2

となるから、

W

(
e

)
− 2 = W

(
e

)
= W

(
e

)
+ 2

となる。今、e ∈ Ω1(G) であるから、τG(e) = 2 である。したがって、

W

(
e

)
− τG(e) = W

(
e

)
= W

(
e

)
+ τG(e)

である。
W が等式 (2.4)をが満たすことを確かめる。(2.2)式より、

(−A)−1R

(
e

é

)
= R

(
é

e
)

= (−A)R

(
e

é

)

が成り立ち、

R

(
e

é

)
, R

(
é

e
)

, R

(
e

é

)
の最小次数をそれぞれm′

R1
,m′

R2
,m′

R3
とすると、

m′
R1

− 1 = m′
R2

= m′
R3

+ 1

となるから、

W

(
e

é

)
− 1 = W

(
é

e
)

= W

(
e

é

)
+ 1
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となる。ここで、Gはループを含まないので、e 6= e′であるから、ee′ /∈ Ω1(G)よ
り、τG(ee′) = 1 である。したがって、

W

(
e

é

)
− τG(ee′) = W

(
é

e
)

= W

(
e

é

)
+ τG(ee′)

である。
次に、(B)を示す。まず、R-moves(2),(3),(5)に関しては R(Df )は不変であるか

ら、R(Df )の最小次数であるW (Df )も不変である。したがって、SW (Df )は不変
である。後は、R-moves(1),(4)に関して SW (Df )が不変であることを示せばよい。

R-move(1)について：

SW

( )
= (−A)

−W

( )
R

( )

= (−A)−mR1R

( )

= (−A)−mR2
−2R

( )

= (−A)−mR2 (−A)−2R

( )

= (−A)
−W

( )
R

( ) (
= SW

( ))

= (−A)−mR3
−2R

( )

= (−A)−mR3 (−A)−2R

( )

= (−A)
−W

( )
R

( )

= SW

( )
.
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R-move(4)について：

SW

( )
= (−A)

−W

( )
R

( )

= (−A)−mR1R

( )

= (−A)−mR2
−2R

( )

= (−A)−mR2 (−A)−2R

( )

= (−A)
−W

( )
R

( ) (
= SW

( ))

= (−A)−mR3
−2R

( )

= (−A)−mR3 (−A)−2R

( )

= (−A)
−W

( )
R

( )

= SW

( )
.

以上より、R-moves(1)～(5)のもとで不変であることが示されたので、SW (Df )は
f の ambient isotopy不変量である。 �

2.3 グラフのoriented cycleの集合Γに対するwrithe wrΓ

前節では、長さ 1と 2の pathまたは cycleの集合に対してwritheを考えた。ここ
では、oriented cycleの集合に対してwritheを定義する。

定義 2.14 グラフGの edge orientationとは、グラフのすべての辺の向きづけを集
めたものである。すなわち、グラフGのすべての辺に向きを付けたときの辺の向き
の集合である。また、oriented graphとは 1つの edge orientationをもつグラフの
ことをいう。
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定義 2.15 HをグラフGの oriented subgraph (ただし、Gが orientedか unoriented

かは気にしない)、Df を f ∈ SE(G)の正則図、cをDf の１つの交差点とする。こ
のとき、cに対して sgn(c) ∈ {−1, 0, 1}を、cがH の辺同士で交差している、すな
わち、次の図の２つの矢印がともにHの辺であるときは、

= -1H=1sgn( ) Hsgn( )cc

と定め、cがHの辺同士で交差していない、すなわち、上の図の２つの矢印のうち
少なくとも１つはHの辺でないときは、sgn(c)H = 0 と定める。そして、

wr(Df )H :=
∑

c∈C(Df )

sgn(c)H

とする。ただし、C(Df )はDf の交差点の集合である。
Gの oriented subgraphの集合Hに対して、

sgnH(c) :=
∑
H∈H

sgn(c)H , wrH(Df ) :=
∑
H∈H

wr(Df )H (2.5)

と定義する。

補題 2.16

wrH(Df ) =
∑

c∈C(Df )

sgnH(c).

証明.

wrH(Df ) =
∑
H∈H

wr(Df )H

=
∑
H∈H

∑
c∈C(Df )

sgn(c)H

=
∑

c∈C(Df )

∑
H∈H

sgn(c)H

=
∑

c∈C(Df )

sgnH(c).

�
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定義 2.17 (closed) pathの coherent edge orientationとは、(closed) pathのすべて
の辺に同調した向きづけの集まりである。すなわち、pathの始点から終点に進む向
き、あるいは、それと反対の向きをpathのすべての辺につけたときのそれらの向きの
集合である。また、coherent oriented (closed) pathとは、coherent edge orientation

が指定された (closed) pathのことをいう。

注意. 次の図のように、1つの path ωに対して、2つの coherent edge orientation

が存在する。

e e1

ω

ω

ee1

e2

e2

e3

e3

n

n

定義 2.18 ω (∈ Ωn(G))を unoriented (closed) pathとする。ωの１つの coherent

edge orientationを選ぶことによって sgn(c)ω を定義 2.15と同様にして定義する。
sgn(c)ωは coherent edge orientationの選び方によらないことに注意する。ΓをGの
unoriented (closed) pathの集合とし、定義 2.15の式 (2.5)にH = Γを代入するこ
とにより、

sgnΓ(c) :=
∑
ω∈Γ

sgn(c)ω, wrΓ(Df ) :=
∑
ω∈Γ

wr(Df )ω

が定義される。
ω (∈ Ωn(G))とH (Gの subgraphの集合)に対して、

|H|ω = |{H ∈ H | ω ⊂ H}|

と定義する。ただし、右辺は ω ⊂ HとなるH ∈ Hの個数を表す。

定義 2.19 Hの support σHとは、

σH(ω) = |H|ω (ω ∈ Ω1 ∪ Ω2)

によって定義される写像 σH : Ω1 ∪ Ω2 → Z のことをいう。

Γ(G)をGの互いに素な coherent oriented cycleからなる subgraphの集合とする。

補題 2.20 (石井 [5,補題3.1]) Gをグラフ、ΓをΓ(G)の部分集合とする。f ∈ SE(G)

の正則図Df に対して、wrΓ(Df )はGの σΓ-writheである。
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証明. まず、wrΓ(Df )が regular isotopy不変量であることを示す。
R-move(2)のもとで不変であること、すなわち、

wrΓ

( )
= wrΓ

( )
= wrΓ

( )

を示す。まず、

wrΓ

(
c

c

1

2

)
=

∑
c∈C(Df )

sgn(c)γ

= sgn(c1)γ + sgn(c2)γ +
∑

c∈C(Df )−{c1,c2}

sgn(c)γ.

ここで、

+1 +1

+1 +1-1

-1 -1

-1

より、sgn(c1)γ + sgn(c2)γ = 0 であるから、

wrΓ

(
c

c

1

2

)
=

∑
c∈C(Df )−{c1,c2}

sgn(c)γ = wrΓ

( )

である。ゆえに、

wrΓ

( )
=
∑
γ∈Γ

wrΓ

( )
γ

=
∑
γ∈Γ

wrΓ

( )
γ

= wrΓ

( )
.

また、同様にして、

wrΓ

( )
= wrΓ

( )
も示せる。
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R-move(3)のもとで不変であることを示す。

c1

c1c3

c3

c2

c2

3つの交差点 c1,c2,c3において弧の上下関係は変化していない。弧の向きづけも変
化していないので、sgn(c1)γ, sgn(c2)γ, sgn(c3)γ も変化しない。したがって、

wrΓ

( )
=
∑
γ∈Γ

wrΓ

( )
γ

=
∑
γ∈Γ

wrΓ

( )
γ

= wrΓ

( )

R-move(5)のもとで不変であることを示す。すなわち、

wrΓ

( )
= wrΓ

( )
= wrΓ

( )

を示す。ここで、

+1

-1

+1

+1 +1

-1 -1

-1, , ,

であるから、

wr

(
c1

c2

)
γ

= sgn(c1)γ + sgn(c2)γ +
∑

c∈C(Df )−{c1,c2}

sgn(c)γ

= 0 +
∑

c∈C(Df )−{c1,c2}

sgn(c)γ

= wr

( )
γ

より

wrΓ

( )
=
∑
γ∈Γ

wr

( )
γ

=
∑
γ∈Γ

wr

( )
γ

= wrΓ

( )
.
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また、同様にして

wrΓ

( )
= wrΓ

( )
も示せる。
以上より、wrΓ(Df )が regular isotopy不変量であることが示された。
次に、定義 2.10の式 (2.3),(2.4)が満たされることを示す。
(2.3)について：

wrΓ

(
e

)
=
∑

e⊂γ∈Γ

wr

(
e

)
γ

+
∑

e 6⊂γ∈Γ

wr

(
e

)
γ

.

ここで

+1 +1

より、

wr

(
1c

)
γ

= sgn(c1)γ +
∑

c∈C(Df )−{c1}

sgn(c)γ = 1 + wr

( )
γ

.

よって、

wrΓ

(
e

)
=
∑

e⊂γ∈Γ

(
wr

(
e

)
γ

+ 1

)
+
∑

e 6⊂γ∈Γ

wr

(
e

)
γ

=
∑
γ∈Γ

wr

(
e

)
γ

+
∑

e⊂γ∈Γ

1

= wrΓ

(
e

)
+ σΓ(e).

したがって、

wrΓ

(
e

)
− σΓ(e) = wrΓ

(
e

)
である。また、同様にして

wrΓ

(
e

)
= wrΓ

(
e

)
+ σΓ(e)
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も示せる。
(2.4)について：

wrΓ

(
e

é

)
=

∑
e∪e′⊂γ∈Γ

wr

(
e

é

)
γ

+
∑

e∪e′ 6⊂γ∈Γ

wr

(
e

é

)
γ

.

ここで、

e

+1 +1

,

e

e

e

´ ´

より、

wr

(
e

é

)
γ

= sgn(c1)γ +
∑

c∈C(Df )−{c1}

sgn(c)γ

= 1 + wr

( )
γ

である。

wrΓ

(
e

é

)
=

∑
e∪e′⊂γ∈Γ

(
wr

(
é

e
)

γ

+ 1

)
+

∑
e∪e′ 6⊂γ∈Γ

wr

(
é

e
)

γ

=
∑
γ∈Γ

wr

(
é

e
)

γ

+
∑

e∪e′⊂γ∈Γ

1

= wrΓ

(
é

e
)

+ σΓ(e ∪ e′).

したがって、

wrΓ

(
e

é

)
− σΓ(e ∪ e′) = wrΓ

(
é

e
)

である。また、同様にして

wrΓ

(
é

e
)

= wrΓ

(
é

e
)

+ σΓ(e ∪ e′)

も示せる。
したがって、wrΓ(Df )はGの σΓ-writhe である。 �
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2.4 wrΓによる山田多項式の正規化とVassiliev不変量
石井 [5]は前節で導入した特別なwrithe wrΓ を使って山田多項式を正規化し、A

に exを代入すると、xiの係数が位数 i以下のVassiliev不変量になることを示した。
ここでは、その結果を説明する。

定理 2.21 (石井 [5, 定理 4.1]) Gを supportが τGである Γ ⊂ Γ(G) をもつ trivalent

graphとする。f ∈ SE(G)の正則図Df に対して

SwrΓ(Df ) = (−A)−wrΓ(Df )R(Df )

と定めると、これは f の ambient isotopy不変量である。さらに、SwrΓ(Df )に対し
て次のことが成り立つ。
(1)

SwrΓ

( )
= a1SwrΓ

( )
+ a2SwrΓ

( )
+ a3SwrΓ

( )
.

ただし、a1 = A−2sgnΓ(c)(A2 + A−2 + A−4), a2 = −A−4sgnΓ(c)(1 + A−2 + A−6), a3 =

A−6sgnΓ(c)−4 である。
(2) SwrΓ(f)|A=ex を変数 xのべき級数で表示する。

SwrΓ(f)|A=ex =
∞∑
i=0

ui(f)xi.

このとき、uiは位数が高々iのVassiliev不変量である。

注意. 山田多項式の最小次数mRを用いても正規化できるが、これで正規化したもの
からはVassiliev不変量は得られない。また、Gが θ-グラフの場合、SwrΓは twisting

numberを用いた山田による正規化と一致する。(2)については、θ-グラフの場合、
Huhと Jin[4] により示されている。

定理 2.21の証明. まず、SwrΓ(Df )が f の ambient isotopy不変量であることを示
す。補題 2.13と補題 2.20よりGはループをもたないことを示せば十分である。G

がループ ω ∈ Ω1(G)をもつと仮定すると、

|Γ|ω = |{γ ∈ Γ | ω ⊂ γ}| = 1

となる。しかし、Γの supportは τG(ω) = 2 (ω ∈ Ω1(G)) であるから、τG(ω) 6= |Γ|ω
となり、矛盾が生じる。したがって、Gはループをもたない。よって、SwrΓ(Df )は
f の ambient isotopy不変量である。

(1)を示す。山田多項式の定義より、次の等式が成り立つ。

R

( )
= b1R

( )
+ b2R

( )
+ b3R

( )
.
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ただし、b1 = A2 + A−2 + A−4, b2 = −1 − A−2 + A−6, b3 = A−4 である。また、

c1

2

3

2n

c

c

c

に対して、

c1
c1

2c 2c

3c 3c

2nc 2nc

のように向きがついているとき、

sgn(c1)γ = sgn(c1)γ = sgn(c2)γ = sgn(c3)γ = · · · = sgn(c2n)γ = +1

であり、

c1
c1

c2
c2

c3c3

2nc 2nc

のように向きがついているとき、
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sgn(c1)γ = sgn(c1)γ = sgn(c2)γ = sgn(c3)γ = · · · = sgn(c2n)γ = −1

である。したがって、

wrΓ

(
2n

)
=
∑
γ∈Γ

wr

(
2n

)
γ

=
∑
γ∈Γ

{
wr

( )
γ

+ 2nsgn(c)γ

}

=
∑
γ∈Γ

wr

( )
γ

+ 2n
∑
γ∈Γ

sgn(c)γ = wrΓ

( )
+ 2nsgnΓ(c)

より、

wrΓ

( )
= wrΓ

( )
+ 2sgnΓ(c), wrΓ

( )
= wrΓ

( )
+ 4sgnΓ(c),

wrΓ

( )
= wrΓ

( )
+ 6sgnΓ(c)

を得る。よって、

SwrΓ

( )
= (−A)

−wrΓ

( )
R

( )

= (−A)
−wrΓ

( ){
b1R

( )
+ b2R

( )
+ b3R

( ) }

= (−A)
wrΓ

( )
−2sgnΓ(c)

b1R

( )

+ (−A)
wrΓ

( )
−2sgnΓ(c)

b2R

( )

+ (−A)
wrΓ

( )
−6sgnΓ(c)

b3R

( )

= a1SwrΓ

( )
+ a2SwrΓ

( )
+ a3SwrΓ

( )
.

(2)を示す。Gの辺に向きを与え、Hをその有向部分グラフ全体の集合とする。
ただし、各H ∈ Hの edge orientationはGの edge orientationとは無関係とする。
DX...Xをn個の二重点をもつ f ∈ SEX(G)の正則図とする。簡単のため、SwrHをSH

とかく。SHは一般に ambient isotopy不変量ではないが、Gの edge orientationに関
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するVassiliev skein relationを用いてSH を定義する。SH(DX...X) = (A−1)nP (P ∈
Z[A, A−1]) とかけることを示す。

DX...X の n個の二重点を T
(1)
X , . . . , T

(n)
X とかく。Dj1...jnを任意の iに対して、T

(i)
X

を T
(i)
ji

(ji 6= X) におきかえることにより、DX...X から得られる正則図とする。た
だし、T

(i)
ji
は

XT T1 T0T–1 T∞

である。T
(i)
ji
がDX...Xから得られた正則図Dj1...jnの二重点であることを強調したい

ときT
(i)
ji...jn

とかく。また、正則図がD0X...X , D∞X...XであるグラフをそれぞれG0, G∞

とかく。そして、H ∈ Hに対して、G0, G∞の部分グラフであって、おきかえた二重
点に対応する部分以外はHと全く同じグラフをそれぞれH0, H∞とかく。さらに、
各H 対して、このようなH0, H∞を集めた集合をそれぞれH0 = {H0 | H ∈ H },
H∞ = { H∞ | H ∈ H } とする。命題 2.6の (1)式より、j2, . . . , jn ∈ {1,−1}に対
して、

R(D1j2...jn) − R(D−1j2...jn) = (A − A−1)(R(D0j2...jn) − R(D∞j2...jn))

を得る。

wrH(D1j2...jn) − sgnH(T
(1)
1j2...jn

) = wrH0(D0j2...jn) = wrH∞(D∞j2...jn) ,

wrH(D−1j2...jn) − sgnH(T
(1)
−1j2...jn

) = wrH0(D0j2...jn) = wrH∞(D∞j2...jn)

であるから、j2, . . . , jn ∈ {1,−1}に対して、

(−A)−sgnH(T
(1)
1j2...jn

)SH(D1j2...jn) − (−A)−sgnH(T
(1)
−1j2...jn

)SH(D−1j2...jn)

= (A − A−1)(SH0(D0j2...jn) − SH∞(D∞j2...jn))

を得る。また、任意のj2, . . . , jn, k2, . . . , knに対して、sgnH(T
(1)
j1j2...jn

) = sgnH(T
(1)
j1k2...kn

)

であるから、
sgnH(T

(1)
j1

) = sgnH(T
(1)
j1j2...jn

)

となる。ゆえに、

(−A)−sgnH(T
(1)
1 )SH(D1X...X) − (−A)−sgnH(T

(1)
−1 )SH(D−1X...X)

= (A − A−1)(SH0(D0X...X) − SH∞(D∞X...X))
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を得る。すなわち、ある aj ∈ Z[A,A−1]に対して、

SH(DXX...X) = SH(D1X...X) − SH(D−1X...X)

= (A − 1)
∑

j∈{1,−1,0,∞}

ajSH(DjX...X)

とかける。これで、あるP ∈ Z[A,A−1]に対して、SH(DX...X) = (A− 1)nP となる
ことが示された。 �

2.5 Main Results

金信の公式 (定理 1.24)を用いると、定理 2.21で与えられた正規化された山田多
項式から得られる θ-curveに対する位数 2以下のVassiliev不変量をコンウェイ多項
式の 2次係数を用いて計算するための公式を導くことができる。

定理 2.21より、正規化された山田多項式 SwrΓ(f)|A=ex を変数 xでべき級数展開
したときの x2の係数 u2(f)は位数 2以下のVassiliev不変量である。したがって、f

を θ-グラフの S3への埋め込み T とすると (すなわち、グラフを θ-グラフに制限す
る)、θ-curve T に対する位数 2以下のVassiliev不変量 u2(T ) が得られる。これに、
定理 1.24を適用すると、u2(T )は定数不変量とコンウェイ多項式の 2次係数の 4つ
の基底でかけることが分かる。そして、定理 1.24の式の定数AとBiを計算するこ
とにより、以下の公式を得る1。

定理 2.22 T : θ → S3を θ-グラフ θの S3への埋め込み、u2を SwrΓ(T )|A=ex を変数
xでべき級数展開したときの x2の係数、a2をコンウェイ多項式の 2次係数とする。
このとき、

u2(T ) = −5 + 24
3∑

i=1

a2(Ki(T ))

が成り立つ。すなわち、定理 1.24の式において A = u2(U) = −5, B = u2(M
2
i ) =

24 (i = 1, 2, 3) である。

1この論文を書き終えた後、定理 2.22の公式は、2008年に半谷により修士論文 (東京女子大学)
の定理 3.7で示されていることを知った。
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証明. まず、u2(U) = −5を示す。

R

( )
= R

( )
+ R

( )

= R

( )
− R

( )
R

( )
= (A−1 + 1 + A) − (A−1 + 1 + A)2

= (A−1 + 1 + A){1 − (A−1 + 1 + A)}
= (A−1 + 1 + A)(−A−1 − A)

= −A−2 − A−1 − 2 − A − A2

である。また、wrΓ(U) = 0 だから、SwrΓ(U) = −A−2 −A−1 − 2−A−A2 である。
したがって、u2(U) = −2 − 1

2
+ 0 − 1

2
− 2 = −5 である。

次に、u2(M
2
i ) = 24を示す。正規化された山田多項式の値は辺の順序づけと向き

によらないから、SwrΓ(M2
1 ) = SwrΓ(M2

2 ) = SwrΓ(M2
3 ), よって、u2(M

2
i )の値を求め

ればよい。

SwrΓ

( )
= SwrΓ

( )
− SwrΓ

( )

= SwrΓ

( )
− SwrΓ

( )

− SwrΓ

( )
+ SwrΓ

( )

= SwrΓ(U) − SwrΓ(U) − SwrΓ(U) + SwrΓ

( )

= SwrΓ

( )
− SwrΓ(U).

ここで、

R

( )
= R

( )
+ R

( )

= R(Tr) +

{
R

( )
− R

( ) }

= R(Tr) + A−2R

( )
− A−4R

( )
= R(Tr) − A−3R(U) − A−6R(©)
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である。ただし、Trは三葉結び目、Uは自明な θ-curve、©は自明な結び目である。
ここで、R(Tr)を求める。

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( )

= A

{
AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

( ) }

+ A−5R

( )

+

{
R

( )
− R

( ) }

= A4R

( )
+ A−1R

( )

+ A

{
R

( )
− R

( ) }

+ A−5R

( )
+ A−2R(U) − A−4R

( )
= (A−2 − 1)R(U) + (A−5 − A−4 + A−2 − A−1 + A4)R(©).

したがって、

R

( )
= (−A−3 + A−2 − 1)R(U)

+ (−A−6 + A−5 − A−4 + A−2 − A−1 + A4)R(©)

= (−A−3 + A−2 − 1)(−A−2 − A−1 − 2 − A − A2)

+ (A−5 − A−4 + A−2 − A−1 + A4)(A−1 + 1 + A)

= −A−7 + A−3 + A−1 + A + A2 + A3 + A4 + A5

である。また、

wrΓ

( )
= 3

であるから、

SwrΓ

( )
= (−A−3)R

( )
= A−10 − A−6 − A−4 − A−2 − A−1 − 1 − A − A2
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である。よって、

SwrΓ

( )
= SwrΓ

( )
− SwrΓ(U)

= (A−10 − A−6 − A−4 − A−2 − A−1 − 1 − A − A2)

− (−A−2 − A−1 − 2 − A − A2)

= A−10 − A−6 − A−4 + 1

より、Bi = u2(M
2
i ) = 50 − 18 − 8 + 0 = 24 である。 �

コンウェイ多項式∇K(z)の係数は整数である [8, 定理 3.2.8]。このことから、定
理 2.22の応用として次の系を得る。

系 2.23 任意の θ-curve T に対して、u2(T )は 0でない整数値をとる。さらに、
(1) u2(T ) ≡ 3 (mod 8).

(2) u2(T ) ≡ 2 (mod 3).

(3) u2(T ) ≡ −
∑3

i=1 a2(Ki(T )) (mod 5).
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3 Appendix (θ-curveに対する正規化された山田多項
式と位数3以下のVassiliev不変量)

この章では、第2.5節と同様にして、正規化された山田多項式から得られる θ-curve

に対する位数 3以下のVassiliev不変量 u3をコンウェイ多項式の 2次係数、3次係数
とジョーンズ多項式の第 3次導関数を用いて計算するための公式を導く。そして、
この公式をもとにして、u3は任意の θ-curveに対して偶数値をとることを示す。

3.1 ジョーンズ多項式
主結果を述べるための準備として、まずは、絡み目に対する多項式型の不変量で

あるジョーンズ多項式の定義と性質について説明する。

定義 3.1 (ジョーンズ多項式). 絡み目Lのジョーンズ多項式V (L; t)とは次の (1),(2),(3)

によって定義される t
1
2 を不定元とするローラン多項式のことである。

(1)L ≈ L′ (ambient isotopic) であるとき V (L; t) = V (L′; t).

(2)Lが k成分から成る自明な絡み目であるとき V (L; t) =
(

−(t+1)√
t

)k−1

.

(3) tV (L+; t) − t−1V (L−; t) + (t
1
2 − t−

1
2 )V (L0; t) = 0.

ここで、L+, L−, L0は絡み目の正則図のある１つの交差点の近くで次の図のように
異なり、ほかの部分では同じ正則図をもつ、３つの絡み目 (または結び目)である。

L + L – L 0

ジョーンズ多項式に関して、金信と宮沢 [12]によって次のことが示されている。

定理 3.2 (金信–宮沢 [12,補題 3]). ジョーンズ多項式V (L; t)の第n次導関数の t = 1

における値 V (n)(L; 1)は位数 n以下のVassiliev不変量である。 �

3.2 Additional Main Results

θ3,1を次の左図、θ4,1を次の右図のような θ-curveとする。また、θ3,1!を θ3,1の鏡
像とする。
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θ3,1 θ4,1

金信 [6]は θ-curve T に対する位数 3以下のVassiliev不変量について次の結果を
示した。

定理 3.3 (金信 [6, 定理 3]) θを θ-グラフ、vを θの S3への埋め込み T に対する位
数 3以下のVassiliev不変量で、θ-curve T の辺の順序と向きによらないとする。こ
のとき、

v(T ) = A + B
3∑

i=1

a2(Ki(T )) + C
3∑

i=1

V (3)(Ki(T ); 1) + Da3(S)

が成り立つ。ただし、
A

B

C

D

 =


1 0 0 0

0 0 1
2

−1
2

− 1
18

1
36

0 1
36

2 −1
2

−1
2

1




v(U)

v(θ3,1)

v(θ3,1!)

v(θ4,1)

 ,

ai (i = 2, 3)はコンウェイ多項式の i次係数、V (3)はジョーンズ多項式の第 3次導関
数、Sは L(T )(第 1.6節を参照)の任意の 2成分から成る sublinkである。さらに、
{c,
∑3

i=1 a2(Ki(T )),
∑3

i=1 V (3)(Ki(T ); 1), a3(S)}はθ-curveに対する位数3以下のVas-

siliev不変量のなすベクトル空間 V3 の基底である。ただし、cはすべての T に対し
て、1を対応させる定数不変量である。 �

正規化された山田多項式から得られる θ-curve T に対する位数 3以下のVassiliev

不変量 u3(T )に定理 3.3を適用すると、u3(T )は定数不変量とコンウェイ多項式の
2次係数、3次係数とジョーンズ多項式の第 3次導関数を用いてかけることが分か
る。そして、u3(U), u3(θ3,1), u3(θ3,1!), u3(θ4,1) を計算することによって、定理 3.3の
式の定数A,B, C, Dが定まり、以下の公式を得る。

定理 3.4 T : θ → S3を θ-グラフ θの S3への埋め込み、u3を SwrΓ(T )|A=ex を変数
xでべき級数展開したときの x3の係数、ai (i = 2, 3)をコンウェイ多項式の i次係
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数、V (3)をジョーンズ多項式の第 3次導関数、Sを L(T )の任意の 2成分から成る
sublinkとする。このとき、

u3(T ) = −132
3∑

i=1

a2(Ki(T )) + 22
(1

3

3∑
i=1

V (3)(Ki(T ); 1)
)
− 144a3(S)

が成り立つ。すなわち、u3(U) = 0, u3(θ3,1) = 120, u3(θ3,1!) = −120, u3(θ4,1) = 144

である。

証明. まず、u3(U) = 0を示す。定理 2.22の証明より、SwrΓ(U) = −A−2 − A−1 −
2 − A − A2 である。したがって、u3(U) = 8

6
+ 1

6
+ 0 − 1

6
− 8

6
= 0 である。

次に、u3(θ3,1!) = −120を示す。定理 2.22の証明より、

SwrΓ

( )
= A−10 − A−6 − A−4 − A−2 − A−1 − 1 − A − A2

である。よって、u3(θ3,1!) = −1000
6

+ 216
6

+ 64
6

+ 8
6

+ 1
6

+ 0 − 1
6
− 8

6
= −120 である。

次に、u3(θ3,1) = 120を示す。正則図Dの鏡像D!に対して、R(D!)(A) = R(D)(A−1)

である [8, 命題 5.1.13]。したがって、

R(θ3,1)(A) = R(θ3,1!)(A
−1) = A−5 + A−4 + A−3 + A−2 + A−1 + A + A3 − A7.

また、wrΓ(θ3,1) = −3 である。したがって、

SwrΓ(θ3,1) = (−A)3R(θ3,1)

= −A−2 − A−1 − 1 − A − A2 − A4 − A6 + A10.

よって、u3(θ3,1) = 8
6

+ 1
6

+ 0 − 1
6
− 8

6
− 64

6
− 216

6
+ 1000

6
= 120 である。

最後に、u3(θ4,1) = 144を示す。

R

( )
= R

( )
+ R

( )

= R(Fi) +

{
R

( )
− R

( ) }
= R(Fi) + A−2R(Ha) − A−4R(Ho).

ただし、Fiは figure eight knot, Haは hand cuffグラフ, Hoは Hopf linkである。こ
こで、

R(Fi) = (−A − A2 + A3)R(Ho) + (A−3 − 2A−1)R(U)

+ (A−6 − A−5 + 2A−3 − A−2 + A3)R(©)
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であるから、

R

( )
= A−2R(Ha) + (−A−4 − A − A2 + A3)R(Ho)

+ (A−3 − 2A−1)R(U) + (A−6 − A−5 + 2A−3 − A−2 + A3)R(©).

また、A−2R(Ha) = A−2R(Ho) + R(U) + A2R(©) であるから、

R

( )
= (−A−4 + A−2 − A − A2 + A3)R(Ho) + (A−3 − 2A−1 + 1)R(U)

+ (A−6 − A−5 + 2A−3 − A−2 + A2 + A3)R(©).

さらに、R(Ho) = (A−3 − A2 + A3)R(©) − AR(U) より、

R

( )
= (2A−3 − 3A−1 + 1 + A2 + A3 − A4)R(U)

+ (−A−7 + A−6 + 2A−3 − A−2 − 2A−1 + A + A2 + 2A3 − 2A5 + A6)R(©)

= −A−8 − A−5 − A−2 − 1 + 2A + A2 + A3 − A5 + A7

である。また、

wrΓ

( )
= −2

であるから、

SwrΓ

( )
= (−A)−2R

( )
= −A−6 − A−3 − 1 − A2 + 2A3 + A4 + A5 − A7 + A9.

よって、u3(θ4,1) = 216
6

+ 27
6

+ 0 − 8
6

+ 54
6

+ 64
6

+ 125
6

− 343
6

+ 729
6

= 144 である。 �

定理 3.4の応用として次の系を得る。

系 3.5 任意の θ-curve T に対して、
(1) u3(T )は偶数である。
(2) u3(T ) ≡ 1

3

∑3
i=1 V (3)(Ki(T ); 1) (mod 3).

(3) u3(T ) ≡ −a3(S) (mod 11). ただし、SはL(T )の任意の 2成分から成る sublink

である。
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証明. M3
k を次の左図、M3

k+3 を次の右図のような 3個の二重点をもつ θ-curveと
する。

M k



M k



+

ei ei

ekek

ej ej

(1)を示す。金信 [6]によって、θ-curve T に対する位数 3以下のVassiliev不変量 v

は

v(T ) = v(U) +
3∑

j=1

mjv(M2
j ) +

6∑
k=1

nkv(M3
k ) (3.1)

であることが示されている。ただし、mj, nkはある整数である。さらに、

v(M3
1 ) − 2v(M3

4 ) = v(M3
2 ) − 2v(M3

5 ) = v(M3
3 ) − 2v(M3

6 ) (3.2)

を式 (3.1)に代入することにより、

v(T ) = v(U) +
3∑

j=1

pjv(M2
j ) +

4∑
k=1

qkv(M3
k ) (3.3)

であることが示されている。ただし、pj, qkはある有理数である。式 (3.2)より、

v(M3
5 ) = −1

2
v(M3

1 ) +
1

2
v(M3

2 ) + v(M3
4 ), v(M3

6 ) = −1

2
v(M3

1 ) +
1

2
v(M3

3 ) + v(M3
4 )

であるから、q1, . . . , q4は n1, . . . , n6を用いて次のように表される。

q1 = n1 −
1

2
n5 −

1

2
n6, q2 = n2 +

1

2
n5, q3 = n3 +

1

2
n6, q4 = n4 + n5 + n6. (3.4)

ここで、v = u3とすると、式 (3.3)より、

u3(T ) =
3∑

j=1

pju3(M
2
j ) +

4∑
k=1

qku3(M
3
k )

である。また、u3(M
3
1 ) = u3(M

3
2 ) = u3(M

3
3 ) = u3(θ3,1)−u3(θ3,1!) = 240, u3(M

3
4 ) =

u3(θ3,1) + u3(θ4,1!) − 2u3(U) = −24 であるから、式 (3.4)より、
∑4

k=1 qku3(M
3
k )は
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偶数である。また、金信により、pj = a2(Kj(T )) (j = 1, 2, 3)であることが示され
ていて、u3(M

2
1 ) = u3(M

2
2 ) = u3(M

2
3 ) = u3(θ3,1!) − u3(U) = −120 であるから、∑3

j=1 pju3(M
2
j ) も偶数である。したがって、u3(T )は偶数である。

また、(2), (3)は (1)より直ちに従う。 �
注意. 論文 [6]の (25)式と (3.4)式を用いると、V (3)(Ki(T ); 1) (i = 1, 2, 3)は 3の
倍数となることが分かるが、ここでは、より直接的に u3(T )が偶数であることを示
した。

謝辞
この研究テーマに関して有益な助言を与えてくださいました筑波大学の石井敦先

生に感謝します。そして、2年間のセミナーで丁寧に、かつ熱心にご指導してくだ
さいました指導教諭の和久井道久先生に感謝します。

参考文献
[1] J.S. Birman and X.-S. Lin, Knot polynomials and Vassiliev’s

invariants, Invent. Math 111, (1993), 225–270.

[2] S. Chmutov, S. Duzhin and J. Mostovoy, Introduction to Vas-

siliev knot invariants, Cambridge University Press, 2012.

[3] C. Hangai (半谷 千春), 空間グラフのVassiliev type invariantと
Yamada polynomial, 東京女子大学大学院修士論文, (2008).

[4] Y. Huh and G.T. Jin, θ-curve polynomials and finite-type invari-

ants, Journal of Knot Theory and Its Ramifications 11, (2002),

555–564.

[5] A. Ishi, On normalizations of a regular isotopy invariant for

spatial graphs, International Journal of Mathematics 22, (2011),

1545–1559.

[6] T. Kanenobu, Vassiliev-type invariant of a theta-curve, Journal

of Knot Theory and Its Ramifications 6, (1997), 455–477.

58



[7] L. Kauffman, J. Simon, K. Wolcott and P. Zhao, Invariants of

theta-curves and other graphs in 3-space, Topology and its Ap-

plications 49, (1993), 193–216.

[8] K. Kobayashi (小林 一章),『空間グラフの理論』, 培風館, 1995.

[9] T. Stanford, Finite-type invariants of knots, links, and graphs,

Topology 35, (1996), 1027–1050.

[10] V.A. Vassiliev, Cohomology of knot spaces, Advanced in Soviet

Math. 1, 1990.

[11] S. Yamada, An invariant of spatial graphs, J. of Graph theory

13, (1989), 537–551.

[12] T. Kanenobu and Y. Miyazawa, Homfly polynomials as Vassiliev

link invariants, Knot theory (Warsaw, 1995), 165–185, Banach

Center Publ. 42, Polish Acad. Sci., Warsaw, 1998.

[13] H. Yoshida (吉田英生),正規化された山田多項式から得られるθ-

curveに対するVassiliev不変量,関西大学大学院修士論文, (2014).

59


