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§6. 部分空間の基底と次元
ここでは、前節で紹介した事実「零ベクトルだけからなる部分空間 {0} を除いて、n 次元数

べクトル空間 Rn のすべての部分空間に基底が存在する」に証明を与える。さらに、部分空間
の基底を構成するベクトルの個数は、基底の選び方に依らないことを証明する。その個数は部
分空間の次元と呼ばれ、部分空間の「大きさ」を表わす重要な量である。

● 6 -1 : 一次従属
Rn におけるべクトルの列 “v1, · · · , vd” は、それが一次独立でないとき、一次従属または線

形従属であると呼ばれる：

(6 -1 a)

“v1, · · · , vd” が一次従属
⇐⇒ t1v1 + · · ·+ tdvd = 0 を満たす t1, · · · , td ∈ R であって、

同時には 0 にならないものが存在する
である。これは、さらに、次のように言い換えることができる：

(6 -1 b)
“v1, · · · , vd” が一次従属

⇐⇒ v1, · · · , vd のある１つが残りのベクトルの一次結合で表される

O

p

q

一次従属

O

pq

一次独立

n = 2 のとき：

O
O

pp

q

r

q

r

n = 3 のとき：

● 6 -2 : 基底の存在
基底の存在を証明するために必要な補題を２つ準備する。最初の [補題 6 -2 -1]は「線形代数

１」の [定理 13 - 2 - 1]の再録である。この結果は「線形代数１」の [定理 12 - 3 - 2]で示された次
の結果から従う：(m,n)-行列 A について、

(6 -2 a) 連立一次方程式 Ax = 0 が非自明な解を持つ ⇐⇒ rankA < n.

補題 6 -2 -1

n 次元数ベクトル空間 Rn において、任意の (n+ 1) 個のベクトルは一次従属である。

補題 6 -2 -2

W を数ベクトル空間 Rn の部分空間、“w1, · · · ,wk” を W の一次独立なベクトルとする。
“w1, · · · ,wk” が W を張らないならば、“w1, · · · ,wk,w” が一次独立となるような w ∈ W

が存在する。
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(証明)

“w1, · · · ,wk” によって張られる Rn の部分空間
U := { t1w1 + · · ·+ tkwk | t1, · · · , tk ∈ R }

を考える。U ⊂ W であるが、“w1, · · · ,wk”はW を張らないので、U ̸= W である。したがって、
W に属するベクトル wであって、U には属さないものが存在する。このとき、“w1, · · · ,wk,w”

は一次独立である。実際、
t1w1 + · · ·+ tkwk + tw = 0 (t1, · · · , tk, t ∈ R)

とおく。もし、t ̸= 0 であったとすると、
w = − t1

t
w1 − · · · − tk

t
wk ∈ U

となり、w ̸∈ U であることに矛盾する。よって、t = 0である。すると、t1w1+· · ·+tkwk = 0とな
る。“w1, · · · ,wk”は一次独立であるから、t1 = · · · = tk = 0を得る。これは、“w1, · · · ,wk,w”

が一次独立であることを示している。 □

定理 6 -2 -3

数ベクトル空間 Rn の {0} でないすべての部分空間には基底が存在する。
(証明)

W を Rn の {0} でない部分空間とする。W の一次独立なベクトルからなる有限列であっ
て、W を張るものは存在しないと仮定して矛盾を導く。
まず、w1 ̸= 0なる w1 ∈ W を任意に１つとる。“w1”は一次独立である。仮定により、“w1”

は W を張らない。よって、[補題 6 - 2 - 2]より、“w1,w2” が一次独立となるような w2 ∈ W

が存在する。再び仮定により、“w1,w2” は W を張らない。よって、“w1,w2,w3” が一次独立
となるような w3 ∈ W が存在する。以下、同様に考えて、W に属する (n+ 1) 個からなる一
次独立なベクトルの列 “w1,w2, · · · ,wn+1” の存在がわかる。これは、[補題 6 - 2 - 1]に矛盾す
る。 □

● 6 -3 : 次元
次元とは空間の広がり方を数で表現したものである。例えば、1 次元の空間とはそれが直線

的な広がりを持つことを意味し、2 次元とは平面的な広がりを持つことを意味する。そして、3

次元とは我々が住んでいる「空間的」広がりを持つことを意味する。

１次元 ２次元 ３次元

次元を数学的に捉えるには、そのベクトル空間が最大何個の独立な方向を許容するかを見れ
ばよく、線形代数においては基底を利用すればよい。但し、基底の選び方は一通りでないため、
部分空間の基底の個数が基底の選び方によらずに一定であることを示す必要がある。
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定理 6 -3 -1

“v1, · · · , vd” および “w1, · · · ,wm” はどちらも Rn の部分空間 W の基底であるとする。こ
のとき、d = m である。すなわち、W の基底を構成しているベクトルの個数は基底によら
ずに一定である。この個数 d のことを W の次元といい、dimRW または単に dimW とい
う記号で表わす。

定理を証明する前に、いくつかの部分空間に対して、具体的に次元を計算してみよう。

例 6 -3 -2 dimRn = n, dim{0} = 0 である。

例 6 -3 -3

(1) 平面 R2 の部分空間 W に対して、dimW は 0, 1, 2 の値を取り得る ([補題 6 -2 - 1])。こ
のうち、dimW = 0 となるのは W = {0} であり (∵ [定理 6 - 2 - 3])、dimW = 2 となるのは
W = R2 である (∵ [定理 1 - 4 - 3])。さらに、次の言い換えが成立する。

dimW = 1 ⇐⇒ W = Span{p} となる零でないベクトル p ∈ R2 が存在する
⇐⇒ W は原点を通る直線.

(2) 3 次元空間 R3 の部分空間 W に対して、dimW は 0, 1, 2, 3 の値を取り得る。このうち、
dimW = 0 となるのは W = {0} であり、dimW = 3 となるのは W = R3 である。また、(1)

と同様に、dimW = 1 となる W は原点を通る直線であることがわかる。さらに、

dimW = 2 ⇐⇒ W = Span{p,q} となる一次独立なベクトルの組 “p,q” が存在する
⇐⇒ W は原点を通る平面

という言い換えが成立する。

([定理 6 -3 -1]の証明)

“w1, · · · ,wm” は W の基底であるから、各 vj を

vj = a1jw1 + · · ·+ amjwm (a1j , · · · , amj ∈ R)

のように書くことができる。j を 1 から d まで動かすと d 個の等式が得られるが、(m, d)-行列
A をA := (aij)1≤i≤m

1≤j≤d
によって定めると、これらの等式は、

(v1 · · · vd) = (w1 · · · wm)A

のようにまとめて表わすことができる。同様に、“v1, · · · , vd” は W の基底であるから、

(w1 · · · wm) = (v1 · · · vd)B

を満たす (d,m)-行列 B が存在する。互いに代入して、

(v1 · · · vd) = (v1 · · · vd)BA, (w1 · · · wm) = (w1 · · · wm)AB

が得られる。基底の定義により、前者の等式から BA = Ed が得られ、後者の等式から AB = Em

が得られる (Ed, Em は単位行列を表わす)。
aj ∈ Rm (j = 1, · · · , d) を A の第 j 列ベクトルとすると、BA = Ed より、“a1, · · · ,ad” は

一次独立である（∵ x ∈ Rd がAx = 0 を満たしていたとすると、この両辺に左から B を掛け

– 43 –



線形代数２・第 6回 (2024年 10月 31日)授業用アブストラクト

て x = 0 を得る）。よって、[補題 6 - 2 - 1]により、d ≤ m を得る。同様にして、AB = Em か
ら m ≤ d が導かれるので、d = m となることがわかる。 □

● 6 -4 : 連立一次方程式の解空間の次元
(m,n)-行列 A を係数行列とする連立一次方程式 Ax = 0 の解空間の次元は rankA を使っ

て計算することができる。まず、例を見てみよう。

例 6 -4 -1 (3, 4)-行列 A =

 1 1 3 2
3 1 9 0

−3 −1 −10 5

を係数行列とする連立一次方程式 Ax = 0

の解空間 W は

W =

 t


−14
−3
5
1


∣∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ R


によって与えられる。したがって、dimW = 1 である。

上の例題において、dimW = 1 = 4− rankA となっている。このことは一般に成り立つ。

定理 6 -4 -2
(m,n)-行列 A を係数行列とする連立一次方程式 Ax = 0 の解空間を W とおく。このとき、
dimW = n− rankA が成り立つ。
(証明)

r = rankA とおくと、A は有限回の行基本変形と列の入れ替えにより、

(6 -4 a) B =



1 0 · · · 0 b1,r+1 · · · b1n
1 · · · 0 b2,r+1 · · · b2n

O
. . .

...
... · · ·

...
1 br,r+1 · · · brn

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

... · · ·
...

... · · ·
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


という形の (m,n)-行列に変形される。列の入れ替えを行うと、変数の番号づけを変更するた
め、解空間自身は変化するが、解空間の基底の個数、つまり、次元は変わらない。したがって、
W ′ = { x ∈ Rn | Bx = 0 } とおくとき、dimW = dimW ′ が成り立つ。

r = n ならば、W ′ = {0} であるから、定理の等式は成り立つ。
r < n ならば、W ′ の基底として、

x1 =



−b1,r+1
...

−br,r+1

1
0
...
0


, x2 =



−b1,r+2
...

−br,r+2

0
1
...
0


, · · · , xn−r =



−b1n
...

−brn
0
...
0
1


がとれる。したがって、dimW = dimW ′ = n− r = n− rankA を得る。 □
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pre6-1. (基底の定義)

W を数ベクトル空間 R4 の 3 次元部分空間とし、“w1,w2,w3” を W の基底とする。
u1,u2,u3 ∈ R4 を

u1 = w1 +w2, u2 = w2 +w3, u3 = w1 +w2 +w3

によって定める。
(1) “u1 u2 u3” は一次独立であることを示せ。
(2) “u1 u2 u3” は W の基底であることを示せ。

pre6-2. (連立一次方程式の解空間の次元)

a ∈ R とする。4 次正方行列

A =


1 1 1 a
1 1 a a
1 a a a
a a a a


に対して、R4 の部分空間 W = { x ∈ R4 | Ax = 0 } の次元を求めよ。

ヒントと略解（最初は見ずに解答してください）
pre6-1. (1) t1u1 + t2u2 + t3u3 = 0 (t1, t2, t3 ∈ R) とおく。左辺を w1,w2,w3 を用いて書き
換えて、等式

(t1 + t3)w1 + (t1 + t2 + t3)w2 + (t2 + t3)w3 = 0

を得る。“w1,w2,w3” は一次独立であるから、連立一次方程式
t1 + t3 = 0

t1 + t2 + t3 = 0

t2 + t3 = 0

を得る。これを（必要ならば係数行列にガウスの消去法の前進部分に相当する行基本変形を行
い、階段型の行列にして）解くことにより、t1 = t2 = t3 = 0 であることがわかる。したがっ
て、“u1 u2 u3” は一次独立である。

(2) (1)より一次独立であることは示されたから、W を張ることを示せばよい。そのために、
任意に w ∈ W をとる。仮定により、“w1,w2,w3” は W を張るから

(∗) w = aw1 + bw2 + cw3 (a, b, c ∈ R)

と表わすことができる。u1 = w1 +w2, u2 = w2 +w3, u3 = w1 +w2 +w3 を w1,w2,w3 に
関して解くことにより、

w1 = −u2 + u3,

w2 = u1 + u2 − u3,

w3 = −u1 + u3

と表わされることがわかる。これらを (∗)に代入すると、

w = (b− c)u1 + (−a+ b)u2 + (a− b+ c)u3
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となるから、“u1 u2 u3” は W を張る。

pre6-2. まず、行列式を計算すると、

|A|

第 4 行から
a を括り出す

= a

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 a
1 1 a a
1 a a a
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

1⃝×(−1)+ 2⃝

1⃝×(−1)+ 3⃝

1⃝×(−1)+ 4⃝
= a

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 a
0 0 a− 1 0
0 a− 1 a− 1 0
0 0 0 1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a(a− 1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 a
0 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · · · · = a(a− 1)3

となることがわかる。
|A| ̸= 0 ⇐⇒ rankA = 4

であるから、
• a ̸= 0, 1 のとき dimW = 4− 4 = 0 である。
• a = 0 のとき、A にガウスの消去法の前進部分に相当するアルゴリズムを適用して階段型に
して階数を計算すると、rankA = 3 であることがわかる。したがって、dimW = 4− 3 = 1 で
ある。
• a = 1 のとき、A にガウスの消去法の前進部分に相当するアルゴリズムを適用して階段型に
して階数を計算すると、rankA = 1 であることがわかる。したがって、dimW = 4− 1 = 3 で
ある。
以上より、

dimW =


1 (a = 0 のとき)

3 (a = 1 のとき)

0 (a ̸= 0, 1 のとき)

を得る。
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※このシートを A4片面１枚に印刷して、授業前までに事前練習用演習問題の解答をここに書
いてください。略解を参照して答え合わせをしたものを授業に持参してください。但し、この
シートは提出せず、各自で保管してください。
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学 籍 番 号 氏 名

Q1. 次の与えられたベクトルの各組は「一次独立」「一次従属」のどちらに当てはまるか？当て
はまる方を○で囲みなさい。さらに、その理由を下の欄に書きなさい。

(1) v1 + 2v2 = 0 を満たす R3 の 3 個の列ベクトル “v1, v2, v3” は
{
一次独立である。
一次従属である。

(理由)

(2) R3 における 4 個の列ベクトル “v1, v2, v3, v4” は
{
一次独立である。
一次従属である。

(理由)

Q2. 次の表を完成させなさい。ページ欄にはその言葉の説明が書かれているアブストラクトの
ページを書きなさい。

ページ 意味
Rn の部分空間 W の
次元とは？ p.

Q3. 次の に適当な言葉、数字、数式、記号等を入れなさい。
• Rn の部分空間 W に対して、その次元を記号 で表わす。
例えば、dimRn = , dim{0} = である。

• Rn の部分空間 W について、dimW が取り得る値は であり、
dimW = 0 ⇐⇒ W = ,

dimW = n ⇐⇒ W =
が成立する。

• R3 の部分空間 W について、
• dimW = 0 となるのは W = のときであり、
• dimW = 1 となるのは W が のときであり、
• dimW = 2 となるのは W が のときであり、
• dimW = 3 となるのは W = のときである。

• (m,n)-行列 A を係数行列とする連立一次方程式 Ax = 0 の解空間を W とおく。このと
き、W の次元は A の階数がわかれば、公式

を使って計算することができる。

Q4. 第 6回の授業で学んだ事柄について、わかりにくかったことや考えたことなどがあれば、
書いてください。


