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§6. ユニタリ行列とユニタリ変換
この節以降しばらくは、(エルミート)内積が指定された有限次元ベクトル空間、すなわち、

有限次元計量空間 V 上の線形変換に対する対角化問題に取り組む。その際、ユニタリ行列（列
ベクトルが互いに直交し、大きさが 1 の複素正方行列）が重要な役割を果たす。ここでは、ユ
ニタリ行列およびユニタリ変換の定義と両者の間の関係を調べる。
この節では、K = R または K = C とする。

● 6 -1 : 線形変換とその行列表示
線形代数１、２で学んだ、線形変換とその行列表示の定義を復習しておこう。U, V を K 上

のベクトル空間とする。次の 2 条件を満たす写像 T : V −→ U をK-線形写像と呼ぶ：
(LM1) 任意の v1, v2 ∈ V に対して T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2).

(LM2) 任意の v ∈ V と任意の t ∈ K に対して T (tv) = tT (v).

U = V のとき、K-線形写像は K-線形変換と呼ばれる。次の 2 つは簡単に確かめられる。
• S : W −→ V および T : V −→ U が K-線形写像ならば、合成写像 T ◦ S : W −→ U

もまた K-線形写像である。
• 任意の K-ベクトル空間 V に対して、V 上の恒等写像 idV : V −→ V は K-線形写像で
ある。

例 6 -1 -1 行列 A ∈ Mmn(K) が与えられると、K-線形写像 TA : Kn −→ Km が
(6 -1 a) TA(x) = Ax (x ∈ Kn)

により定義される。これを行列 A から定まる K-線形写像と呼ぶ。

上の例とは逆に、K-線形写像 T : V −→ U から行列を生み出すことができるが、その
ためには U, V のそれぞれに基底を指定しなければならない。その方法を思い出そう。A =

“v1, · · · , vn”, B = “u1, · · · , um”をそれぞれ V,U の基底とする。このとき、各 vj (j = 1, · · · , n)
の T による像を B の一次結合で表わす：

T (vj) = a1ju1 + a2ju2 + · · ·+ amjum (aij ∈ K (i = 1, 2, · · · ,m)).

ここに現れる係数 aij を取り出して次のように長方形に並べることにより、(m,n)-行列

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 .

を作ることができる。A を V の基底 A と U の基底 B に関する T の行列表示と呼ぶ。T が
線形変換であるときには、U = V であるから、U, V に同じ基底 B を与えて行列表示すること
ができる。これを基底 B に関する T の行列表示と呼ぶ。

● 6 -2 : 正規直交基底による基底の変換からユニタリ行列へ
n 次元ベクトル空間 V 上の K-線形変換 T が対角化可能であるとは、T (vi) = λivi (i =

1, · · · , n) を満たす V の基底 “v1, · · · , vn” とスカラー λi ∈ K (i = 1, · · · , n) が存在するとき、
すなわち、T の固有ベクトルからなる V の基底が存在するときをいう。与えたられた線形変
換 T に対して、そのような基底が存在するか否かを問う問題は、対角化問題と呼ばれる。こ
の問題は、行列の言葉で書き換えると、与えられた正方行列 A に対して、P−1AP が対角行
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列となるような正則行列 P は存在するか？という問題になる。この P は V における基底の
変換行列として与えられるが、V に内積が与えられている状況下では、単なる基底ではなく、
正規直交基底とするのが自然である。そこで、V に２つの正規直交基底B1 = “v1, · · · , vn” と
B2 = “u1, · · · , un” が与えられたとき、これらの間の基底の変換行列としてどのような性質を
持つ行列が現れるのかを観察する。各 vj を u1, · · · , un の一次結合で

vj = p1ju1 + p2ju2 + · · ·+ pnjun (pij ∈ K)

と表わす。このとき、B1 から B2 への基底の変換行列は

P :=


p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

... · · ·
...

pn1 pn2 · · · pnn


で与えられる。B1 および B2 は V の正規直交基底なので、

δij = ⟨vi, vj⟩ =
⟨ n∑
k=1

pkiuk,

n∑
k=1

pkjuk

⟩
=

n∑
k=1

pkipkj

となる。したがって、P を P = (p1 · · · pn) のように列ベクトルで表わすと、“p1, · · · ,pn” は
Kn の (通常のエルミート内積に関して)正規直交基底をなす。逆に、P の列ベクトルが Kn の
正規直交基底をなすとき、V の正規直交基底 “u1, · · · , un” から

(v1 · · · vn) = (u1 · · · un)P

によって V のベクトルの列 “v1, · · · , vn” を作ると、これは V の正規直交基底となる。この考
察を背景に、次の定義を設ける。

定義 6 -2 -1
(1) U = (u1 · · · un) ∈ Mn(C) がユニタリ行列であるとは、U の列ベクトル “u1, · · · ,un”

が Cn の (通常のエルミート内積に関して)正規直交基底をなすときをいう。
(2) P = (p1 · · · pn) ∈ Mn(R) が直交行列であるとは、P の列ベクトル “p1, · · · ,pn” が Rn

の (通常の内積に関して)正規直交基底をなすときをいう。

注意 1. R ⊂ C とみなすことにより、直交行列はユニタリ行列とみなすことができる。
注意 2. 数ベクトル空間 Kn に属する n 個のベクトル a1, · · · ,an に対して n 次正方行列 A を
A = (a1 · · · an) と定める。次の 6 つは互いに同値である。

1⃝ “a1, · · · ,an” は Rn の基底である。
2⃝ “a1, · · · ,an” は Rn を張る。
3⃝ “a1, · · · ,an” は一次独立である。
4⃝ 行列 A は正則である、すなわち、逆行列を持つ。
5⃝ rankA = n.

6⃝ |A| ̸= 0.

1⃝と 4⃝の同値性から、ユニタリ行列および直交行列は正則であることがわかる。

以上の考察から、有限次元計量空間 V 上の K-線形変換 T を正規直交基底によって対角化
する問題は、T の正規直交基底に関する行列表示 A を考えたときに、U−1AU が対角行列とな
るようなユニタリ行列 (K = R の場合には直交行列) U が存在するか否かという問題に帰着さ
れる。
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例 6 -2 -2 行列 P ∈ M2(R) に対して次が成り立つ。

P が直交行列 ⇐⇒ ある θ ∈ R に対して

P =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
または P =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
. □

注意. P =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
ならば、P が定める線形変換 TP : R2 −→ R2 は原点を中心とす

る θ-回転移動であり、P =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
ならば TP は原点を通る直線 y = (tan θ

2)x に関
する線対称移動である。

例 6 - 2 - 3 A =


1
2

i√
2

1
2

1+i
2 0 −1+i

2

− i
2 − 1√

2
− i

2

 はユニタリ行列である。一方、B =

0 i −1
i 0 1
1 −1 0


はユニタリ行列でない。実際、B の第 1 列ベクトルと第 2 列ベクトルは直交していない。 □

● 6 -3 : ユニタリ変換
計量空間上の線形変換においては、内積を保つ線形変換が特に重要である。ユニタリ行列が

定める線形変換は内積を保っており、次の補題が示すように、これによってユニタリ性が特徴
付けられる。

補題 6 -3 -1
U ∈ Mn(C) に対して、

U はユニタリ行列 ⇐⇒ U から定まる C-線形変換 TU は Cn の (通常のエルミート)

内積を保つ、すなわち、任意の x, y ∈ Cn に対して
⟨TU (x), TU (y)⟩ = ⟨x, y⟩

(証明)

U = (u1 · · · un) とおき、“e1, · · · ,en” を Cn の標準基底とする。
“u1, · · · ,un” が Cn の正規直交基底ならば、

⟨TU (ei), TU (ej)⟩ = ⟨ui,uj⟩ = δij = ⟨ei,ej⟩

となる。したがって、任意の x, y ∈ Cn に対して ⟨TU (x), TU (y)⟩ = ⟨x, y⟩ が成立する。
逆に、TU が内積を保つならば、次が成り立つ：

⟨ui,uj⟩ = ⟨TU (ei), TU (ej)⟩ = ⟨ei,ej⟩ = δij .

よって、“u1, · · · ,un” は Cn の正規直交基底をなす、すなわち、U はユニタリ行列である。 □

注意. 上の補題と同様に、P ∈ Mn(R) に対して、次が成り立つことがわかる：
P は直交行列 ⇐⇒ P から定まる R-線形変換 TP は Rn の (通常の)内積を保つ.

定義 6 -3 -2
V を K 上の計量空間とし、T を V 上の K-線形変換とする。任意の u, v ∈ V に対して

⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u, v⟩

となるとき、K = C の場合に T をユニタリ変換と呼び、K = R の場合に直交変換と呼ぶ。
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例 6 -3 -3 [補題 6 -3 -1]より、任意のユニタリ行列U ∈ Mn(C) に対して、U から定まる C-
線形変換 TU : Cn −→ Cn はユニタリ変換である。 □

例 6 - 3 - 4 V を R 上の有限次元計量空間とする。u ̸= 0V なる u ∈ V に対して線形変換
τu : V −→ V を

τu(v) = v − 2⟨v, u⟩
⟨u, u⟩ u (v ∈ V )

により定義する。τu を u に関する鏡映と呼ぶ。τu は直交変換である (証明は演習問題とする)。

v

(v)

u

u

O

τ

鏡映と呼ぶ理由は、τu が次を満たすことから来ている：
(i) τu(u) = −u,

(ii) v ∈ (Span{u})⊥ ならば、τu(v) = v.

ここで、Span{u} = { tu | t ∈ R }である。(i)は uが τu

により反対向きのベクトルに写されることを表わし、(ii)

は Span{u} の直交補空間 (Span{u})⊥ (これは (n − 1)

次元の部分空間をなしている)上では恒等写像になってい
るということを表わしている。したがって、τu は (n−1)

次元部分空間 (Span{u})⊥ を「鏡」として、ベクトルを反転させる写像になっている。

命題 6 -3 -5
V を C 上の有限次元計量空間とする。V 上の C-線形変換 T に対して

T がユニタリ変換 ⇐⇒ V の正規直交基底に関する T の行列表示はユニタリ行列
が成り立つ。特に、有限次元計量空間上のユニタリ変換は全単射である。
(証明)

“u1, · · · , un” を V の正規直交基底とし、この基底に関する T の行列表示を A = (aij) とす
る。各 j = 1, · · · , n に対して

T (uj) =
n∑

k=1

akjuk

が成り立つ。よって、

⟨T (ui), T (uj)⟩ =
⟨ n∑
k=1

akiuk,

n∑
k=1

akjuk

⟩
=

n∑
k=1

akiakj

となる。これより、
T がユニタリ変換 ⇐⇒ ⟨T (ui), T (uj)⟩ = δij (i, j = 1, · · · , n)

⇐⇒
n∑

k=1

akiakj = δij (i, j = 1, · · · , n)

⇐⇒ A はユニタリ行列
が成り立つ。T がユニタリ変換ならば、その行列表示はユニタリ行列であるから、正則である。
したがって、T は全単射である。 □

注意. 上の命題と同様に、有限次元実計量空間 V 上の R-線形変換 T に対して次が成り立つ：
T が直交変換 ⇐⇒ V の正規直交基底に関する T の行列表示は直交行列

特に、有限次元計量空間上の直交変換は全単射である。
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pre6-1. 次の 3 次複素正方行列 U がユニタリ行列となるような a, b, c ∈ C を求めよ。

U =


a i√

2
1
2

b 0 −1+i
2

c − 1√
2

− i
2



pre6-2. p = 1√
3

(
1
1
1

)
∈ R3 とおく。R-線形変換 T : R3 −→ R3 を直線 L = { tp | t ∈ R } を

軸とする θ 回転とする。但し、回転の方向は、原点から p へ向かって右ネジが進むときの回転
の方向と一致するものとする。

回転

p

a
b

θ

(1) a = 1√
2

(
1

−1
0

)
, b = 1√

6

(
1
1

−2

)
とおくとき、“a,b,p” は

R3 の正規直交基底であることを示せ。
(2) T は直交変換であることを示せ。

ヒントと略解（最初は見ずに解答してください）
pre6-1. u1,u2,u3 ∈ C3 を U = (u1 u2 u3) により定めると、

U がユニタリ ⇐⇒ ⟨ui,uj⟩ = δi,j (i = 1, 2, 3)

であるから、与えられた行列 U がユニタリ行列であるための必要十分条件は
⟨u1,u1⟩ = 1, ⟨u1,u2⟩ = 0, ⟨u1,u3⟩ = 0

となることである。よって、連立方程式
|a|2 + |b|2 + |c|2 = 1 · · · · · · 1⃝
−ia− c = 0 · · · · · · 2⃝
a+ (−1 + i)b+ ic = 0 · · · · · · 3⃝

を複素数の範囲内で解けばよい。まず、 2⃝, 3⃝からなる連立一次方程式を解き、a = z, b =

(1 + i)z, c = −iz (z ∈ C) を得る。これを 1⃝に代入して |z|2 = 1
4 を得る。したがって、

z = eiθ

2 (θ ∈ R) と表わされる。ここで、eiθ = cos θ + i sin θ である。以上より、U がユニタリ
となるような a, b, c ∈ C は a = 1

2e
iθ, b = 1+i

2 eiθ, c = − i
2e

iθ (θ ∈ R) により与えられる。
pre6-2. (2)は [命題 6 -3 -5]の証明の下の注意の言い換えを用いる。

(1) 計算により、⟨a,a⟩ = ⟨b,b⟩ = ⟨p,p⟩ = 1 および ⟨a,b⟩ = ⟨a,p⟩ = ⟨b,p⟩ = 0 であること
がわかるので、“a,b,p” は R3 の正規直交基底をなす。

(2) (1)の R3 の正規直交基底 “a,b,p” に関して

O
θ

θ

cos θ

sin θ

cos θ

- sin θ a

T(b)
T(a)

b

T (a) = (cos θ)a+ (sin θ)b,

T (b) = −(sin θ)a+ (cos θ)b,

T (p) = p

が成り立つ。したがって、正規直交基底 “a,b,p”に関する T の行列表示は

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1


となる。これは直交行列であるから T は直交変換である。
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第 6回 (2025年 5月 19日)演習問題事前練習シート
※このシートを A4片面１枚に印刷して、授業前までに事前練習用演習問題の解答をここに書
いてください。略解を参照して答え合わせをしたものを授業に持参してください。但し、この
シートは提出せず、各自で保管してください。



線形代数３・第 6回学習内容チェックシート 2025年 5月 19日

学 籍 番 号 氏 名

Q1. U, V を K 上のベクトル空間とする。
(1) 写像 T : V −→ U が K-線形写像であるとは、どんな条件が満たされるときをいうか？

(2) V 上の K-線形変換とは何か？定義を書け。

(3) 行列 A ∈ Mmn(K) から定まる K-線形写像 TA の定義を述べよ。

Q2. T : V −→ U を K-線形写像とし、A = “v1, · · · , vn”, B = “u1, · · · , um” をそれぞれ V,U

の基底とする。基底 A と B に関する T の行列表示とは何か？その定義を説明せよ。

Q3. (1) K 上の有限次元ベクトル空間 V 上の K-線形変換 T に対する対角化問題とは何か、簡
単に説明せよ。

(2) (1)で説明した対角化問題を、行列の言葉で書き換えると、どのような問題になるか？

Q4. (1) U ∈ Mn(C) がユニタリ行列であるとはどんな条件が成立するときをいうか。

(2) V を C 上の計量空間とし、T を C-線形変換とする。
(i) T がユニタリ変換であるとはどんな条件が成立するときをいうか。その条件を書け。

(ii) V が有限次元であるとき、T がユニタリ変換であることを、行列表示を用いて言い換
えるとどのような条件になるか？

(iii) T が U ∈ Mn(C) から定まる C-線形変換 TU であるとき、TU がユニタリ変換である
ことは U がどんな行列であることと同値か？

Q5. 第 6回の授業で学んだ事柄について、わかりにくかったことや考えたことなどがあれば、
書いてください。


