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§10. 実正規行列の標準形
この節では、有限次元実計量空間 V 上の R-線形変換に対して、正規直交基底の下での標

準形を求める問題を考える。この問題は、n 次実正方行列 A に対して、直交行列 P を用いて
P−1AP をどこまで簡単な形にすることができるか、という問題と同値である。ここでは、実正
規行列 (= 正規行列であって、成分が実数からなるもの)に対して、この問題を調べる。特に、
直交行列と交代行列の場合の標準形を求める (対称行列に対しては次節で扱う)。

● 10 -1 : 直交変換、対称変換、交代変換
実数成分の行列 A がそれぞれ、ユニタリ行列、エルミート行列、歪エルミート行列であると

き、A はそれぞれ直交行列、対称行列、交代行列 (歪対称行列)と呼ばれる。すなわち、
• A ∈ Mn(R) が直交行列 ⇐⇒ ATA = En,

• A ∈ Mn(R) が対称行列 def⇐⇒ AT = A,

• A ∈ Mn(R) が交代行列 def⇐⇒ AT = −A

である。これらは正規行列である。これらの行列に対応する、有限次元実計量空間 V 上の R-
線形変換 T はそれぞれ直交変換、対称変換、交代変換と呼ばれる。すなわち、

• T が直交変換 def⇐⇒ T ∗ ◦ T = idV ,

• T が対称変換 def⇐⇒ T ∗ = T ,

• T が交代変換 def⇐⇒ T ∗ = −T .

● 10 -2 : 実正規行列の標準形
実正規行列の固有値は実数とは限らないので直交行列で対角化可能とは限らないが、正規行

列なのでユニタリ行列で (C の範囲内で)対角化することはできる。このことを用いて、実正規
行列の直交行列による標準形を求めることができる。

定理 10 -2 -1

A ∈ Mn(R) が実正規行列ならば、直交行列 P ∈ Mn(R) を適当に選んで、P−1AP を次の形
の行列にすることができる：

a1 −b1
b1 a1 O

. . .

ar −br
br ar

c1

O . . .

cn−2r


ここで、j = 1, · · · , r および k = 1, · · · , n− 2r に対して aj , bj , ck ∈ R, bj ̸= 0 である。

以下、しばらくの間、この定理を証明するための準備を行う。

補題 10 -2 -2
A ∈ Mn(R) とする。
(1) λ ∈ C が A の (C における)固有値ならば、λ も A の固有値であり、“u1, · · · ,uk” が
W (λ, TA) の (resp. 正規直交)基底ならば、“u1, · · · ,uk” はW (λ, TA) の (resp. 正規直交)

基底である。但し、TA : Cn −→ Cn は A が定める C-線形変換である。
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(2) A の (C における)固有値のうち、実数でないもの (つまり、虚数のもの)は全部で偶
数個あり、α1, β1, · · · , αt, βt をそのような固有値の全体とすると、適当な並べ変えにより、
βi = αi (i = 1, · · · , t) とすることができる。
(証明)

(1) λ ∈ C が正規行列 A ∈ Mn(R) の固有値であるとする。u ∈ Cn を A の固有値 λ に属す
る A の固有ベクトルとする。このとき、Au = λu が成り立つ。この両辺の共役複素数をとる
と、A が実行列であることから、Au = λu が成り立つ。u ̸= 0 であるから、λ はまた A の固
有値になる。後半の主張は演習問題として残す。

(2)は (1)の前半部分の主張から直ちに従う。 □

T を有限次元複素ベクトル空間 V 上の線形変換とし、λ1, · · · , λs ∈ C を T の相異なる固有
値の全体とする。T が対角化可能（定義は第 6 節を参照）ならば、各固有空間 W (λi, T ) の基
底 Bi をとり、それらを並べることにより、V の基底を作ることができる。したがって、V は

V = W (λ1, T )⊕ · · · ⊕W (λs, T )

のように、T の固有空間の直和に分解される。この事実と [補題 10 - 2 - 2]および正規行列が対
角化可能であることを合わせて、次が示される。

命題 10 -2 -3
A ∈ Mn(R) を正規行列とし、λ1, · · · , λs を A の R 内の相異なる固有値の全体、
α1, α1, · · · , αt, αt を A の C− R 内の相異なる固有値の全体とする。このとき、Cn は

Cn = W (λ1, TA)⊕ · · · ⊕W (λs, TA)

⊕W (α1, TA)⊕W (α1, TA)⊕ · · · ⊕W (αt, TA)⊕W (αt, TA)

のように、A から定まる C-線形変換 TA : Cn −→ Cn の固有空間の直和に分解される。

補題 10 -2 -4
V を C 上の有限次元ベクトル空間とし、T を V 上の C-線形変換とする。α, β ∈ C が T の
異なる固有値のとき、
(1) W (α, T ),W (β, T ) は V の中で直和である。
(2) V にエルミート内積が与えられ、T が計量空間 V 上の正規変換であるとすると、任意
の v ∈ W (α, T ) と任意の w ∈ W (β, T ) は直交する。
(証明)

(1) v ∈ W (α, T )∩W (β, T )を任意にとると、αv = T (v) = βvが成り立つ。よって、(α−β)v =

0V である。α ̸= β であるから v = 0V となる。したがって、W (α, T ) ∩W (β, T ) = {0V } とな
るからW (α, T ),W (β, T ) は V の中で直和である。

(2) ⟨T (v), w⟩ = ⟨αv,w⟩ = α⟨v, w⟩ であり、一方、[補題 9 - 1 - 2]より、
⟨T (v), w⟩ = ⟨v, T ∗(w)⟩ = ⟨v, βw⟩ = β⟨v, w⟩

である。よって、(α− β)⟨v, w⟩ = 0 となる。α ̸= β であるから、⟨v, w⟩ = 0 が従う。 □

補題 10 -2 -5
A ∈ Mn(R) とし、α ∈ C を実数でない A の固有値とする。α = a+ bi (a, b ∈ R, b ̸= 0) と
おくと、W (α, TA) ⊕W (α, TA) ⊂ Cn の基底 “p1,q1, · · · ,pk,qk” として、次の条件を満た
すものがとれる：
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(i) p1,q1, · · · ,pk,qk ∈ Rn であり、これらの列は R 上一次独立である。

(ii)

{
Apj = apj + bqj ,

Aqj = −bpj + aqj

(j = 1, · · · , k).

A が実正規行列ならば、上の (i), (ii)に加えて、p1,q1, . . . ,pk,qk は互いに直交し、長さが
1 のベクトルに選ぶことができる。
(証明)

α ∈ C−R が A の固有値ならば、[補題 10 -2 -2(1)]より、α も A の固有値であり、α ̸= α で
ある。よって、[補題 10 -2 -4(1)]よりW (α, TA) と W (α, TA) は Cn の中で直和になっている。

“u1, · · · ,uk”をW (α, TA)の基底とする。[補題 10 -2 -2(1)]より、“u1, · · · ,uk”はW (α, TA)

の基底となる。各 j (j = 1, · · · , k) に対して pj ,qj ∈ Rn を次のように定義する：

pj =
1√
2
(uj + uj), qj =

i√
2
(uj − uj).

このとき、“p1,q1, . . . ,pk,qk” は W (α, TA)⊕W (α, TA) に属している R 上一次独立なベクト
ルの組であるから、W (α, TA)⊕W (α, TA) の基底になる。さらに、次が成り立つ：

Apj =
1√
2
(Auj +Auj) =

1√
2
(αjuj + αjuj) = apj + bqj

Aqj =
i√
2
(Auj −Auj) =

i√
2
((αjuj − αjuj) = aqj − bpj .

次に、Aが実正規行列の場合、“u1, · · · ,uk”をW (α, TA)の正規直交基底に選んで、上のように
W (α, TA)⊕W (α, TA)の基底“p1,q1, · · · ,pk,qk”を作る。すると、これはW (α, TA)⊕W (α, TA)

の正規直交基底であることがわかる。
∵)

[補題 10 -2 -2(1)]より、“u1, . . . ,uk”は W (α, TA)の正規直交基底である。A ∈ Mn(R)
は正規行列なので、TA の相異なる固有値に属する固有ベクトルは直交するから、任意の
ui と任意の uj は直交する。したがって、

⟨pi,pj⟩ =
1

2

(
⟨ui,uj⟩+ ⟨ui,uj⟩+ ⟨ui,uj⟩+ ⟨ui,uj⟩

)
= δij

であり、同様に、⟨qi,qj⟩ = δij , ⟨pi,qj⟩ = 0 である。 □

これで補題は証明された。 □

補題 10 -2 -6
A ∈ Mn(R) とし、λ ∈ R を A の固有値とする。このとき、TA : Cn −→ Cn の固有空間
W (λ, TA) の基底として、成分が実数からなり、R 上一次独立なものをとることができる。
(証明)

k = dimW (λ, TA) とおくと、
k = dimW (λ, TA) = dim(Ker(TA−λEn)) = n− rank(A− λEn)

である。一方、A ∈ Mn(R), λ ∈ R であるから、R-線形写像 TA|Rn : Rn −→ Rn, x 7−→ Ax に
対しても同様に、次が成り立つ：

dimW (λ, TA|Rn) = n− rank(A− λEn) = k.

今、W (λ, TA|Rn) の１組の基底 “x1, · · · , xk” をとると、各 xi は W (λ, TA) の元とみなすこと
ができ、“x1, · · · , xk” は C 上一次独立でもある。よって、これは W (λ, TA) の基底である。 □
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([定理 10 -2 -1]の証明)

[命題 10 -2 -3]より、λ1, · · · , λs を A の R 内の相異なる固有値の全体、α1, α1, · · · , αt, αt を
A の C−R 内の相異なる固有値の全体とすると、Cn は [補題 10 -2 -3]に書かれているように、
TA : Cn −→ Cn の固有空間の直和に分解される。
各 j = 1, · · · , t に対して、W (αj , TA)⊕W (αj , TA) の正規直交基底 Bj を [補題 10 -2 -4]の

(i), (ii)を満たすように選ぶ。次に、各 k = 1, · · · , s に対して W (λk, TA) の正規直交基底 Ck

を、成分が実数で、R 上一次独立なものに選ぶ ([補題 10 -2 -6])。A を B1, · · · ,Bt, C1, · · · ,Cs

のように並べて作られる Cn のベクトルの列とすると、[補題 10 -2 -4]により、これは Cn の正
規直交基底をなすことがわかる。しかし、A の各ベクトルは Rn に属しているので、A は Rn

の正規直交基底でもある。よって、A のベクトルを並べて行列 P を作ると、これは直交行列
をなし、その作り方と [補題 10 -2 -5]から P−1AP は定理の形をしていることがわかる。 □

● 10 -3 : 直交行列と交代行列の標準形
[定理 10 -2 -1]を A が直交行列と交代行列のときに適用すると、次が得られる。

定理 10 -3 -1
T が直交変換ならば、T はある正規直交基底に関して以下の形をした行列として表される。
すなわち、A ∈ Mn(R) が直交行列ならば、ある直交行列 P ∈ Mn(R) が存在して、P−1AP

は以下の形をした行列になる。但し、θ1, · · · , θr ∈ R である。

cosθ1 −sinθ1
sinθ1 cosθ1 O

. . .

cosθr −sinθr
sinθr cosθr

1
. . .

1
O −1

. . .

−1



定理 10 -3 -2
T が交代変換ならば、T はある正規直交基底に関して下の形をした行列として表される。す
なわち、A ∈ Mn(R) が交代行列ならば、ある直交行列 P ∈ Mn(R) が存在して、P−1AP は
右の形をした行列になる。但し、α1, · · · , αr ∈ R である。

0 −α1

α1 0 O
. . .

0 −αr

O αr 0

O


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pre10-1. A =


0 −

√
3
2 −1

2√
3
2

1
4 −

√
3
4

1
2 −

√
3
4

3
4

 のとき、A が定める R-線形変換 TA : R3 −→ R3 は回転

移動を表わす。その回転軸と回転角を求めよ。
注意. 直交行列 A ∈ M3(R) が適当な直交行列 P により、

P−1AP =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 (θ ∈ R)

と表わされたとする。P = (p1 p2 p3) により p1,p2,p3 を定めると、
Ap1 = (cos θ)p1 + (sin θ)p2,

Ap2 = (− sin θ)p1 + (cos θ)p2,

Ap3 = p3

が成り立つ。これは、R-線形変換 TA : R3 −→ R3 が原点を通り、p3 を方向ベクトルに持つ直
線 ℓ を軸とする回転移動を表わすことを意味する (TA は、詳しくは、p3 方向に右ねじが進む
とき、その回転する方向に θ だけ回転するような回転移動である)。

ヒントと略解（最初は見ずに解答してください）
pre10-1. まず、A の列ベクトルは互いに直交し、大きさが 1 であるから A は直交行列であ
る。A の固有多項式 ∆A(x) を計算すると、∆A(x) = (x− 1)(x2 + 1) のように因数分解される
ことがわかる。したがって、A の固有値は 1,±i である。1 を固有値に持つことから、ある適当
な直交行列 P により P−1AP は上の注意のような行列になることがわかる。したがって、TA

は回転移動である。
α = i とおき、A が定める C-線形変換 TC

A : C3 −→ C3 を考える。C3 は C3 = W (1, TC
A )⊕

W (α, TC
A )⊕W (α, TC

A ) のように直和分解される。W (α, TC
A ) の正規直交基底 ”u1” を任意に 1

つとり、
p1 =

1√
2
(u1 + u1), q1 =

i√
2
(u1 − u1)

と定めると、[補題 10 -2 -5]の証明より、“p1,q1” は W (α, TC
A )⊕W (α, TC

A ) の正規直交基底で
あり、

Ap1 = q1, Aq1 = −p1

が満たされる。一方、[補題 10 -2 -6]より、W (1, TC
A ) の正規直交基底として成分が実数からな

るものをとることができる。実際、その正規直交基底として ”r = 1
2

 0
1

−
√
3

” をとることが

できる。P = (p1 q1 r) と定めると、P は直交行列であリ、P−1AP =

0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 となるか
ら、TA : R3 −→ R3 の回転軸は原点を通る直線 ℓ =

{
t

 0
1

−
√
3

 ∣∣∣∣∣ t ∈ R

}
であり、回転角は

α = i = cos π
2 + i sin π

2 より π
2 である。
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第 10回 (2025年 6月 16日)演習問題事前練習シート
※このシートを A4片面１枚に印刷して、授業前までに事前練習用演習問題の解答をここに書
いてください。略解を参照して答え合わせをしたものを授業に持参してください。但し、この
シートは提出せず、各自で保管してください。
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学 籍 番 号 氏 名

Q1. T を有限次元実計量空間 V 上の R-線形変換とする。T が直交変換、対称変換、交代変換
であるとはそれぞれどのような条件が満たされるときをいうか？その条件を書け。

(1) 直交変換：

(2) 対称変換：

(3) 交代変換：

Q2. T を有限次元複素ベクトル空間 V 上の C-線形変換とする。λ1, · · · , λs ∈ C を T の相異
なる固有値の全体とする。

(1) T が対角化可能であるとはどのような条件が満たされるときをいうか。その条件を書け。

(2) 上で書いた条件の、固有空間を用いた言い換えを書け。

Q3. A ∈ Mn(R) が直交行列のとき、適当な直交行列 P により P−1AP をどのような形の行列
にまで単純にすることができるか。n = 2 と n = 3 のそれぞれの場合に記せ。

(1) n = 2 のとき

(2) n = 3 のとき

Q4. A ∈ Mn(R) が交代行列のとき、適当な直交行列 P により P−1AP をどのような形の行列
にまで単純にすることができるか。n = 2 と n = 3 のそれぞれの場合に記せ。

(1) n = 2 のとき

(2) n = 3 のとき

Q5. 第 10回の授業で学んだ事柄について、わかりにくかったことや考えたことなどがあれば、
書いてください。


