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§10. 線形変換の固有値・固有空間
ここでは、線形変換の固有値・固有ベクトルの概念を復習する。個々のベクトルを考えるよ

りも空間で考えたい (ベクトルの選び方に依らない概念を使って固有値を理解したい) ため、固
有ベクトルよりも固有空間を中心に理論を展開する。以下、K を体とする。

● 10 -1 : 固有空間
V を K 上のべクトル空間とし、T : V −→ V を K-線形変換とする。α ∈ K に対して、

(10 -1 a) W (α, T ) = { v ∈ V | T (v) = αv }

と定める。どのような線形変換 T について考察しているのかが明確な場合には、W (α, T ) を
W (α) と略記する。W (α, T ) は V の部分空間である。

W (α, T ) ̸= {0} のとき、α を T の固有値という。また、このとき、W (α, T ) を T の固有値
α に属する固有空間といい、W (α, T ) の 0 でない元を α に属する T の固有べクトルという。

例 10 - 1 - 1 微分作用素 d
dx : C∞(R) −→ C∞(R) を考える。このとき、実数 α に対して

d
dx(e

αx) = αeαx である。関数として eαx ̸= 0 であるから、α は微分作用素 d
dx の固有値であ

り、関数 eαx (x ∈ R) は α に属する固有べクトルである。 □

n 次正方行列 A ∈ Mn(K) から定まる線形変換 TA : Kn −→ Kn, TA(x) = Ax の固有値を行
列 A の K 内の固有値という。また、A の K 内の固有値 α に対して、TA の固有空間
(10 -1 b) W (α, TA) = { x ∈ Kn | Ax = αx }

を A の Kn における固有空間といい、W (α, TA) の中の 0 でない元を α に属する A の Kn

における固有べクトルという。

例 10 -1 -2 c1, · · · , ck ∈ K を定数とし、次の k 次正方行列を考える：

(10 -1 c) A =


0 1 O0 1

. . .
. . .

O 0 1
−ck −ck−1 · · · −c2 −c1

 .

A の固有値 α ∈ K に属する A の Kk における固有空間は次で与えられる：

(10 -1 d) W (α, TA) =

 t


1
α

α2

...

αk−1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ K


実際、x =


x1
x2
...
xk

 ∈W (α, TA) に対してAx = αx より、



x2 = αx1

x3 = αx2
... =

...

xk = αxk−1

−ckx1 − ck−1x2 − · · · − · · · − c1xk = αxk
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となる。最初の (k − 1) 個の式から
x2 = αx1, x3 = α2x1, x4 = α3x1, · · · , xk = αk−1x1

を得る。このとき、最後の式は α が A の固有値であることから、自動的に満たされている。こ

うして、x1 = t (t ∈ K)とおくと、x = t


1
α

α2

...

αk−1

 と書けることが示された。逆に、この形をし
たベクトルは W (α, TA) に属する。 □

● 10 -2 : 固有多項式
V (̸= {0V }) を K 上の n 次元べクトル空間とし、T : V −→ V を K-線形変換とする。V の

基底 B を勝手に１つとり、その基底に関する T 行列表示を A とおく。このとき、x について
の多項式

(10 -2 a) ∆A(x) = |xEn −A|

を A の固有多項式と呼ぶ。
∆A(x) は V の基底 B の選び方に依らない。実際、B′ を V のもう１つの基底とし、これに

関する T の行列表示を B とおく。すると、B = P−1AP となる正則行列 P が存在する。この
とき、∆B(x) = |P−1(xEn −A)P | = |P−1| · |xEn −A| · |P | = |xEn −A| · |P−1| · |P | = ∆A(x)

となる。そこで、

(10 -2 b) ∆T (x) = ∆A(x)

と定め、線形変換 T の固有多項式と呼ぶ。

例 10 -2 -1 c1, · · · , ck ∈ K を定数とし、漸化式

an+k + c1an+k−1 + · · ·+ ckan = 0 (n = 1, 2, · · · )

を満たす数列 {an}∞n=1 全体からなる K 上のべクトル空間 V = S(c1, · · · , ck;K) を考える。V

上の線形変換 T : V −→ V を
T ({an}∞n=1) = {an+1}∞n=1

によって定義する。このとき、T の固有多項式は次で与えられる：

(10 -2 c) ∆T (x) = xk + c1x
k−1 + · · ·+ ck−1x+ ck.

(証明)

e1, e2, · · · , ek を最初の k+1 項がそれぞれ以下のように与えられる V に属する数列とする。

e1 = 1, 0, 0, · · · , 0,−ck, · · · · · · ,

e2 = 0, 1, 0, · · · , 0,−ck−1, · · · · · · ,
...

...

ek = 0, 0, 0, · · · , 1,−c1, · · · · · ·

“e1, e2, · · · , ek” は V の基底をなし、この基底に関する T の行列表示は (10 -1 c)に一致す
る。よって、
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∆T (x) = |xEk −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 Ox −1
. . .

. . .
O x −1

ck ck−1 · · · c2 x+ c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となる。右辺の行列式が (10 -2 c)になることを k に関する数学的帰納法で証明する。(10 -1 c)

の行列 A を Ak とおく。
I. k = 1 のとき、∆A1(x) = |xE1 −A1| = x+ c1 となるので、(10 -2 c)は成り立つ。
II. 1 < k とし、∆Ak−1

(x) = xk−1 + c1x
k−2 + · · ·+ ck−2x+ ck−1 が成立していると仮定する。

このとき、行列式 |xEk −A| を第 1 列に関して余因子展開して

∆Ak
(x) = x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x −1 O. . .

. . .
O x −1
ck−1 · · · c2 x+ c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)k+1ck

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 Ox −1

. . .
. . .

O x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を得る。右辺の２つの行列式のうち、第１項は x∆Ak−1

(x) に一致する。第２項の行列式は、下
三角型であるから、(−1)k−1 に等しい。よって、帰納法の仮定により、

∆Ak
(x) = x∆Ak−1

(x) + (−1)k+1ck · (−1)k−1

= x(xk−1 + c1x
k−2 + · · ·+ ck−2x+ ck−1) + ck

を得る。これで、数学的帰納法が完成した。 □

有限次元べクトル空間上の線形変換の固有値は固有多項式を解くことによって求められる。

定理 10 -2 -2
V ( ̸= {0V }) を K 上の有限次元べクトル空間とし、T : V −→ V を K-線形変換とする。こ
のとき、α ∈ K が T の固有値であるための必要十分条件は ∆T (α) = 0 となることである。
(証明)

V の基底 B = “v1, · · · , vn” を１つ固定し、B に関する V の座標系 Φ : V −→ Kn を考え
る。A を B に関する T の行列表示とするとき、Φ ◦ T = TA ◦ Φ が成り立つ。したがって、
v ∈ V が T (v) = αv を満たすことと、x = Φ(v) ∈ Kn がAx = αx を満たすこととは同値であ
る。Ax = αx は

(10 -2 d) (αEn −A)x = 0

と書き換えることができる。したがって、α ∈ K に対して

α が T の固有値 ⇐⇒ α が A の固有値
⇐⇒ 連立一次方程式 (αEn −A)x = 0 が非自明な解を持つ
⇐⇒ ∆T (α) = 0. □

注意. 上の証明の中でも述べられているように、α ∈ K に対して次が成り立つ：

(10 -2 e) Φ
(
W (α, T )

)
= W (α, TA).

これより、T の固有値 α に属する固有空間 W (α, T ) を求めるには、A の Kn における固有空
間 W (α, TA) を求めて、それを Φ−1 で V に戻せばよい。W (α, TA) は連立一次方程式 (10 -2 d)

の解空間であるから、係数行列 αEn −A を行基本変形することで求められる。
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● 10 -3 : 不変部分空間
固有空間が持っている重要な性質を述べるために、新しい概念を導入しよう。

定義 10 -3 -1
V を K 上のべクトル空間とし、T : V −→ V を K-線形変換とする。V の部分空間 W が
T -不変であるとは、T (W ) ⊂W となるときをいう。

例 10 - 3 - 2 V を K 上のべクトル空間とし、T : V −→ V を K-線形変換とする。任意の
α ∈ K に対して、W (α) = { v ∈ V | T (v) = αv } は T -不変部分空間である。
(証明)

任意の v ∈ W (α) に対して、T (T (v)) = T (αv) = αT (v) であるから T (v) ∈ W (α) となる。
よって、T (W (α)) ⊂W (α) が成り立つ。 □

W が V の T -不変部分空間ならば、各 w ∈ W に対して T (w) ∈ W を対応させる W 上の
K-線形変換 T |W : W −→W が定義される。W = W (α) の場合には、次のようになる：

T |W (α) = α idW (α) : W (α) −→W (α).

● 10 -4 : 固有多項式と不変部分空間

定理 10 -4 -1
K 上の有限次元べクトル空間 V ( ̸= {0V }) が

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wl

のように T -不変部分空間 W1, · · · ,Wl の直和で書けているとする。このとき、T の固有多
項式と T |Wj (j = 1, · · · , l) の固有多項式について、次の等式が成り立つ：
(10 -4 a) ∆T (x) = ∆T |W1

(x) · · ·∆T |Wl
(x).

(証明)

任意の v ∈ V は v = w1 + · · · + wl (wj ∈ Wj , j = 1, · · · , l) と書かれ、T (v) は T (v) =

T |W1(w1) + · · ·+ T |Wl
(wl) のように表わされるから、T は T |W1 , · · · , T |Wl

の直和に分解され
る：T = T |W1 ⊕ · · · ⊕ T |Wl

.

よって、各 Wj から基底 Bj をとって、それらを並べて V の基底 B = B1 ⊔ · · · ⊔Bl を作
ると、この基底に関する T の行列表示は次の形になる：

A1 OA2

. . .O
Al


ここで、Aj (j = 1, · · · , l) は Wj の基底 Bj に関する T |Wj の行列表示である。nj = dimWj

とおき、n = n1 + · · ·+ nl とおく。このとき、

∆T (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xEn1 −A1 O

xEn2 −A2

. . .O
xEnl

−Al

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |xEn1 −A1| · |xEn2 −A2| · · · |xEnl

−Al|

= ∆T |W1
(x)∆T |W2

(x) · · ·∆T |Wl
(x). □
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線形代数４事前練習用演習問題

pre10-1. 写像 f : R −→ C3 が微分可能であるとは、R から C3 = (R2)3 = R6 への写像とし
て微分可能なときをいう。このような写像全体のなす複素ベクトル空間を V とおく。

i を虚数単位とし、3 次複素正方行列 A =

 0 i 1
−i 0 i
1 −i 0

 を考え、
W =

{
x ∈ V

∣∣∣ dx
dt

= Ax
}

とおく。すると、任意の a ∈ C3 に対して x(0) = a を満たす x ∈W が一意的に存在する。こ
のことを既知として以下の問いに答えよ。

(1) C3 の標準基底 “e1,e2,e3” に対して、xi(0) = ei (i = 1, 2, 3) を満たす xi ∈ W をとる
と、“x1, x2, x3” は W の基底をなすことを示せ。

(2) C-線形変換 D : W −→ W を D(x) = dx
dt

(x ∈ W ) により定義する。(1)の W の基底
“x1, x2, x3” に関する D の行列表示を求めよ。

(3) D の固有値とそれに属する固有空間を求めよ。

ヒントと略解（最初は見ずに解答してください）
pre10-1. (1) [定理 7 - 3 - 2](2)の証明と同様にすれば、証明することができる。
• “x1, x2, x3” が W を張ること：

任意に x ∈ W をとり、x(0) =

a1
a2
a3

 ∈ C3 とおく。このとき、初期条件を満たす解の一意

性より、
x = a1x1 + a2x2 + a3x3

であることがわかる。
• “x1, x2, x3” が C 上一次独立であること：

t1x1 + t2x2 + t3x3 = 0 (t1, t2, t3 ∈ C)

とおくと、両辺に 0 ∈ Rを代入することにより、

t1
t2
t3

 =

0
0
0

を得る。よって、t1 = t2 = t3 = 0

となり、“x1, x2, x3” が C 上一次独立である。
(2) D(x1) =

dx1
dt

= Ax1 である。Ax1(0) = Ae1 = −ie2 + e3 であるから、

D(x1) = −ix2 + x3

となることがわかる。同様にして、
D(x2) = ix1 − ix3,

D(x3) = x1 + ix2

がわかる。よって、W の基底 “x1, x2, x3”に関する D の行列表示は A に一致する。
(3) D の固有値を求める。(2)より、D の固有多項式は A の固有多項式に一致する。計算に

より、∆D(x) = |xE3 − A| = (x− 1)2(x+ 2) のように因数分解されることがわかる。よって、
D の (C 内の)固有値は 1,−2 である。
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D の固有空間を求める。そのためには、C-線形変換 TA : C3 −→ C3 の固有空間を求めて、
それを (1)の基底に関する座標系 Φ : W −→ C3 を用いて W に引き戻せばよい。
• 固有値 1 に属する固有空間 W (1, D) を求める。

1E3 −A =

 1 −i −1
i 1 −i
−1 i 1

 1⃝×(−i)+ 2⃝−−−−−−−→
1⃝×1+ 3⃝

1 −i −1
0 0 0
0 0 0


であるから、連立一次方程式 (1E3 −A)x = 0 の複素数解を求めて、

W (1, TA) =

{
s

i
1
0

+ t

1
0
1

 ∣∣∣∣∣ s, t ∈ C

}
であることがわかる。座標系 Φ の下で、i

1
0

 ←→ ix1 + x2,

1
0
1

 ←→ x1 + x3

であり、f1 := ix1+x2, f2 := x1+x3 とおくと、f i ∈W (1, D) であるから、 df i
dt

= f i (i = 1, 2)

が成り立つ。よって、

f i =

c1ie
t

c2ie
t

c3ie
t

 (c1i, c2i, c3i ∈ C)

と書くことができるが、f1(0) =

i
1
0

 , f2(0) =

1
0
1

 であるから、c1i, c2i, c3i ∈ C (i = 1, 2) が

求まり、

f1(t) =

iet

et

0

 , f2(t) =

et

0
et

 (t ∈ R)

となることがわかる。この f1, f2 を用いて、W (1, D) は次のように与えられることがわかる：
W (1, D) = { sf1 ++tf2 | s, t ∈ C }.

• 固有値 −2 に属する固有空間 W (−2, D) を求める。行基本変形により

−2E3 −A =

−2 −i −1
i −2 −i
−1 i −2

 1⃝ ↔ 3⃝−−−−−→

−1 i −2
i −2 −i
−2 −i −1

 −→ · · · −→

−1 i −2
0 1 i
0 0 0


となるから、連立一次方程式 (−2E3 −A)x = 0 の複素数解を求めて、

W (−2, TA) =

{
t

−1−i
1

 ∣∣∣∣∣ t ∈ C

}
であることがわかる。固有値 1 のときと同様に考えて、f3 := −x1 − ix2 + x3 とおくと、f3 ∈

W (−2, D) であることと f3(0) =

−1−i
1

 より、f3(t) =

−e−2t

−ie−2t

e−2t

 (t ∈ R) と表わされること

がわかり、この f3 を用いて、W (−2, D) は次のように与えられることがわかる：
W (−2, D) = { tf3 | t ∈ C }.
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※このシートを A4片面１枚に印刷して、授業前までに事前練習用演習問題の解答をここに書
いてください。略解を参照して答え合わせをしたものを授業に持参してください。但し、この
シートは提出せず、各自で保管してください。



線形代数４・第 10回学習内容チェックシート 2025年 12月 1日

学 籍 番 号 氏 名

Q1. V を K 上のベクトル空間とし、T を V 上の K-線形変換とする。α ∈ K に対して、V の
部分空間 W (α, T ) を

W (α, T ) = {v ∈ V | T (v) = αv }

と定める。
(1) T の固有値とは何か。その定義を書け。

(2) T の固有値 α に属する固有空間、固有ベクトルとは何か。それぞれの定義を書け。

固有空間： 固有ベクトル：

Q2. V を K 上の n 次元ベクトル空間とし、T を V 上の K-線形変換とする。
(1) T の固有多項式 ∆T (x) はどのように定義されるか？

(2) T の固有値を求めるための有効な手順を説明せよ。

(3) T の固有値 α に属する固有空間を求めるための有効な手順を説明せよ。

Q3. V を K 上のベクトル空間とし、T を V 上の K-線形変換とする。
(1) V の部分空間 W が T -不変であるとはどのような条件を満たすときをいうか。その条件

を書け。

(2) W が V の T -不変な部分空間であるとき、W 上の K-線形変換が制限写像 T |W により
定義される。この写像はどのように定義される写像か。

(3) K 上の有限次元べクトル空間 V (̸= {0}) が T -不変部分空間 W1,W2,W3 の直和である
とする：V = W1 ⊕W2 ⊕W3. このとき、T の固有多項式 ∆T (x) と T |Wj (j = 1, 2, 3) の固有
多項式 ∆T |Wj

(x) の間にどのような関係式は成立するか。

Q4. 第 10回の授業で学んだ事柄について、わかりにくかったことや考えたことなどがあれば、
書いてください。


