
No.5 2026年 10月 22日
線形代数２演習問題

5-1. (部分空間)

A を n 次正方行列とし、Rn の部分集合
W = { x ∈ Rn | Akx = 0 を満たす自然数 k が存在する }

を考える。W は Rn の部分空間であることを示せ。

5-2. (連立一次方程式の解空間の基底)

連立一次方程式 
x1 +2x2 +2x3 + 7x4 + 5x5 =0

x1 +3x2 +4x3 +11x4 + 7x5 =0

2x1 + x2 − 2x3 + 2x4 + 4x5 =0

−3x1 − 4x2 − 2x3 + 5x4 − 13x5 =0

の実数解のなす解空間 W を求めよ。さらにその基底を１組求めよ。
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■ 第４回学習内容チェックシートについて
◦ Q3は、「A の固有ベクトルからなる Rn の基底が存在する」という解答がいくつかありま
したが、ここには、対角化可能の定義 ((4 - 3 a)の前後を参照)を書いてください。

◦ Q4の最後から 2 つ目の枠については、ui を書き入れた人が多かったです。これでも間違
いではありませんが、よりよいのは vi です。というのは、ui が固有値 λi に属する固有
ベクトルになるのは、グラム-シュミットの直交化法の下で、固有ベクトルであるという性
質が、属している固有値とともに、保たれるからです。

■ 演習 4-1について
(1) いつものように固有多項式 ∆A(x) = |xE3 −A| を計算して、固有値を求めます。問題の

行列式の場合、第 1 行の −1 倍を第 2 行に加えると、第 2 行から x+7 をくくり出すことがで
きます。次に、第 2 列の 1 倍を第 1 列に加えて第 2 行に関して余因子展開します。計算を続
けると、∆A(x) = (x+ 7)2(x+ 16) のように因数分解が得られるので、A の固有値は −7,−16

であることがわかります。
(2) (1)で求めた固有値のそれぞれについて、固有ベクトルを求めます。−7 に属する固有ベ

クトルは、連立一次方程式 (−7E3 −A)x = 0 を解き、その実数解から 0 を除いて求めます。

その結果、s
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 (s, t ∈ R, (s, t) ≠ (0, 0)) が求まります。この中から一次独立なベ

クトルの組 “v1 :=
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” を選ぶことにします。次に、−16 に属する固有ベクト

ルを求めます。計算して、t
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 (t ∈ R, t ̸= 0) が求まります。この中から v3 :=
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 を
選びます。このようにして、A の固有ベクトルからなる R3 の基底 “v1, v2, v3” が得られます。

(3) (2)で求めた基底に、グラム-シュミットの直交化法を適用して、正規直交基底を作りま

す。その結果、“u1 =
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” が得られます。値が 0

になるからといって書かないのではなく、まずは当てはめる公式を書き (その際に、式の羅列に
ならないように、適宜「～とおくと」「このとき」などのつなぎの言葉を挟んでください)、そ
の上で 0 になるところを 0 に置き換えて書くようにしてください。

(4) (3)で求めた正規直交基底を並べて行列 P = (u1 u2 u3) を作ると、これは直交行列です。
また、各 i について ui は vi と同じ固有値に属する固有ベクトルになるため、逆行列を計算す

ることなく、P−1AP =

−7 0 0
0 −7 0
0 0 −16

 となることがわかります。
■ 次回予告
次回は、{0} 以外の任意の部分空間には基底が存在すること、部分空間の基底を構成するベ

クトルの個数は基底の選び方によらず一定であることが示されます。一次従属、部分空間の基
底と次元、連立一次方程式の解空間の次元について学びます。
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線形代数２・第 5回 (2026年 10月 22日)演習問題解答シート

学 籍 番 号 氏 名
※自分の解答を以下に書いてください。書ききれない場合には、裏面に続けてください。解答
には、答えだけでなく、適宜、途中の式や考察を含めてください（答えのみは評価しません）。


