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和久井道久 (関西大学システム理工学部)

この記事は, 清水健一 (名古屋大学)との共著の論文 [32]に関する補足兼解説である。研究集
会には若手の研究者が多数参加されていたこともあり, Hopf代数の専門家でなくてもある程度
理解できるように, 第１節で基礎的な用語・記法および概念をやや詳しく説明した。上記の論文
を読まれる際の一助になれば幸いである。現在, 改訂版を作成中であるが, この記事で引用され
ている定理番号等はすべて version 1 のものである。

(体上で定義された有限次元) Hopf代数についての１つの研究動向として, その表現全体のな
すモノイダル圏の構造を解析して, モノイダル圏同値を法としてHopf代数を緩やかに分類する
というものがある。その一般論は Schauenburgにより確立されており, 表現圏がモノイダル圏
同値となるような 2 つのHopf代数 (の双対)はコサイクル変形によって移り合うことが知られ
ている [29]。この結果により, モノイダル圏同値を法としたHopf代数の分類問題は, Hopf代数
の 2 コサイクルをコホモローガスを法として決定する問題に帰着されるが, それを解くことは
容易ではない。そのため, 非同値性の判定に有用なモノイダル圏同値不変量がいくつも発見さ
れている (例えば, [22, 30, 31, 34]を参照)。上記の論文 [32]では, Hopf代数の Drinfel’d二重化
の Schrödinger表現 [18; Chapter 6] がモノイダル圏同値の下で保たれることを示し, そのよう
な不変量を構成した。実のところ, Schrödinger表現がモノイダル圏同値不変であるという事実
自体は目新しいものではないが [20], Schrödinger表現が圏論的に意義深い対象であることはこ
れまで強調されてこなかったように思える。[32]では, Schrödinger表現の圏論的意味が詳しく
調べられ, それを研究することの重要性を裏付ける様々な結果が導かれている。結果の一部を
この記事の第２節の最後に列挙したので, 参照されたい。
今回講演させていただいた折りに論文を再検討したところ, 修正を要すると思われる箇所が

いくつか見つかった。いずれも軽微なミスであるが, 無用な混乱を避けるために, Appendixを
設けてそれらを列挙させていただいた。

謝辞. 研究集会滞在中, 山根宏之先生と大島和幸先生の両先生に大変お世話になりました。さら
に講演後, 研究集会に参加されていた土屋昭博先生から, 現在のご研究について様々な話を聴か
せていただきました。思いがけない, 幸運な出来事でした。山根先生, 大島先生, そして, 土屋先
生, ありがとうございました。

§1. Hopf代数とその表現圏

この記事を通して, k は体であり, テンソル積 ⊗ はすべて k 上でとるものとする。ここでは,

Hopf代数とその表現圏に関する基本事項を解説する。詳しくは, Hopf代数の全般的なことにつ
いては [1, 21,33]を, モノイダル圏に関しては [14,16]を参照されたい。
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体 k上のHopf代数とは, k上の代数H に,以下の条件を満たす k-線形写像∆ : H −→ H⊗H,

ε : H −→ k, S : H −→ H が指定されたものをいう：

(i) ∆ および ε は代数準同型である。
(ii) (H,∆, ε) は k 上の余代数である。すなわち, 次の等式を満たす：

(CA1) (余結合律) (∆⊗ idH) ◦∆ = (idH ⊗∆) ◦∆,

(CA2) (ε⊗ idH) ◦∆ = idH = (idH ⊗ ε) ◦∆.

(iii) µ : H ⊗H −→ H, η : k −→ H をそれぞれ H の積, 単位射 (= k の単位元に H の単位
元 1H を対応させる線形写像)とするとき,

µ ◦ (S ⊗ idH) ◦∆ = η ◦ ε = µ ◦ (idH ⊗ S) ◦∆.

上記の条件から S は反代数準同型であることが従う。∆, ε, S をそれぞれHopf代数 H の余
積, 余単位射, 対合と呼ぶ。Hopf代数を複数扱う状況においては, Hopf代数 H の余積, 余単位
射, 対合をそれぞれ ∆H , εH , SH のように表わす。

Hopf代数の典型例として, 有限群 G の群環 kG が挙げられる。これは,

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1 (g ∈ G)

と定めることにより, Hopf代数の構造を持つ。この Hopf代数を有限群 G の群 Hopf代数と呼
ぶ。もう１つの典型例として, k 上のリー代数 L の普遍包絡代数 U(L) が挙げられる。これは
次のように余積, 余単位射, 対合を定めることにより, Hopf代数の構造を持つ。

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x, ε(x) = 0, S(x) = −x (x ∈ L).

特に, 多項式環 k[X1, . . . , Xn] はHopf代数の構造を持つ。U(L) を ‘q-変形’したものとして, 神
保 [10]とDrinfel’d [5]によって発見された量子群 (= 量子普遍包絡代数)があるが, 純粋に代数
的に見れば, これもHopf代数である (詳細は [11]を参照)。

Hopf代数の大きな特徴の１つに, その定義が「自己双対的」であることが挙げられる。こ
れについて説明しよう。H を k 上の有限次元 Hopf代数とする。このとき, 双対ベクトル空間
H∗ = Homk(H,k) は, 次のように定義される積 µH∗ , 単位元 1H∗ , 余積 ∆H∗ , 余単射 εH∗ , 対合
SH∗ に関して k 上のHopf代数になる。p, q ∈ H∗, a, b ∈ H に対して

⟨µH∗(p⊗ q), a⟩ = p(a(1))q(a(2)),

1H∗ = εH ,

⟨∆H∗(p), a⊗ b⟩ = p(ab),

εH∗(p) = p(1H),

⟨SH∗(p), a⟩ = p(SH(a)).

このHopf代数 H∗ を H の双対Hopf代数と呼ぶ。ここで, µH∗ の右辺にある記号 a(1), a(2)

の意味を説明しておく。この記号は Sweedlerの記法と呼ばれていて, 余積を表わすときによく
使われる。各 a ∈ H に対して ∆(a) ∈ H ⊗H なので, ∆(a) は ∆(a) = a1 ⊗ a′1 + · · ·+ ar ⊗ a′r

のような表示を持つが, これを ∆(a) =
∑

a(1) ⊗ a(2) のように表わす。最近では, 和の記号を省
略して, ∆(a) = a(1) ⊗ a(2) と記されることが多くなった。この記事も最近の傾向に従うことに
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する。余結合律 (CA1) により,
(
a(1)

)
(1)

⊗
(
a(1)

)
(2)

⊗ a(2) = a(1) ⊗
(
a(2)

)
(1)

⊗
(
a(2)

)
(2)
が成り

立つが, これを a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3) のように表わす。なお, この記事には登場しないが, １つの式
の中に同じ ∆(a) の展開が 2 つ現れるときには, 一方を ∆(a) = a(1′) ⊗ a(2′) のように書いて区
別すれば混乱を避けることができる。

Hopf代数はまた, 積や余積を oppositeなものに取り替える操作を許容する。これについて
説明しよう。H = (H,µ, 1H ,∆, ε, S) を k 上の Hopf代数とする。T : H ⊗ H −→ H ⊗ H を
T (a⊗ b) = b⊗ a (a, b ∈ H) によって定義される線形写像とする。もし, 対合 SH が全単射なら
ば, Hop := (H,µ ◦ T, 1H ,∆, ε, S−1) およびHcop := (H,µ, 1H , T ◦∆, ε, S−1) はどちらもHopf

代数になる。これらのHopf代数はそれぞれ H の opposite な積を持つHopf 代数, opposite な
余積を持つ Hopf 代数と呼ばれる。µop := µ ◦ T, ∆cop := T ◦∆ と書く。

Hopf代数を表現の視点で眺めてみよう。一般に, 代数 A 上の加群 V,W に対して V ⊗W は
A⊗A 上の加群にはなるが, A 上の加群にはならない。これは, 左 A-加群を対象とし, それらの
間の A-加群準同型を射とする圏 AM がテンソル積に関して閉じていないことを意味する。と
ころが, Hopf代数 H に対しては, 余積 ∆ を通して V ⊗W に H の作用を定義することがで
き, ∆ の余結合律により, ベクトル空間の間の通常の同型 (U ⊗ V )⊗W ∼= U ⊗ (V ⊗W ) は左
H-加群としての同型を与えることがわかる。さらに, 基礎体 k には余単位射 ε により左 H-作
用が定義され, 左 H-加群になることがわかる。余代数であるための条件 (CA2) は, ベクトル空
間の間の通常の同型 k ⊗ V ∼= V ∼= V ⊗ k が左 H-加群としての同型になっていることを意味
する。一般に, k-線形アーベル圏 C に対して, k-線形な共変関手 ⊗ : C × C −→ C と対象 I, お
よび, C の任意の対象 U, V,W に対して自然な同型 aU,V,W : (U ⊗ V )⊗W −→ U ⊗ (V ⊗W ),

lV : I⊗ V −→ V, rV : V ⊗ I −→ V が与えられていて, 次の条件 (i), (ii)が満たされるとき, 組
(C,⊗, I,a, l, r) を k-線形モノイダル圏と呼び, I をその単対象と呼ぶ：

(i) (5角等式)　任意の対象 U, V,W,X に対して

aU⊗V,W,X ◦ aU,V,W⊗X = (aU,V,W ⊗ idX) ◦ aU,V⊗W,X ◦ (idU ⊗ aV,W,X).

(ii) (3角等式)　任意の対象 U, V に対して

(idU ⊗ lV ) ◦ aU,I,V = rU ⊗ idV .

Hopf代数 H 上の加群のなす圏 HM は k-線形モノイダル圏の構造を持つ。
対象を有限次元なものだけに制限して得られる HM の充満部分圏を HM で表わすことにし

よう。HMもまた k-線形モノイダル圏をなすが, この圏は (左)双対を持つ圏になっている。この
ことを説明しよう。V を有限次元左 H-加群とすると, 双対ベクトル空間 V ∗ には対合 S を使っ
て左 H-作用が定義され,左 H-加群になる。その作用は,具体的には (a ·f)(v) = f(S(a) ·v) (a ∈
H, f ∈ V ∗, v ∈ V ) によって与えられる。これにより実際に左作用になるのは S が反代数準同
型だからである (代数 A 上の加群では, (f ·a)(v) = f(a · v) と定めて, 双対加群を右 A-加群とし
て定義するが, Hopf代数には対合 S があるので, その作用を S によって左作用に変更すること
ができる)。k-線形写像 eV : V ∗ ⊗ V −→ k および nV : k −→ V ⊗ V ∗ を次のように定義する：
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eV (f ⊗ v) = f(v) (f ∈ V ∗, v ∈ V ),

nV (1) =

m∑
i=1

vi ⊗ v∗i ({vi} と {v∗i } とは互いに双対的な基底).

これらは対合の条件により H-加群準同型であることがわかり, 次の合成はそれぞれ恒等写像
idV , idV ∗ に等しい。

V
l−1

−−−→ k ⊗ V
nV ⊗id−−−−→ (V ⊗ V ∗)⊗ V

a−−→ V ⊗ (V ∗ ⊗ V )
id⊗eV−−−−→ V ⊗ k

r−−→ V,

V ∗ r−1

−−−→ V ∗ ⊗ k
id⊗nV−−−−→ V ∗ ⊗ (V ⊗ V ∗)

a−1

−−→ (V ∗ ⊗ V )⊗ V ∗ eV ⊗id−−−−→ k ⊗ V
l−→ V

この２つの等式は, eV と nV をそれぞれ図

eV = VV * , nV = V V *

で表わすと, 次の図のように解釈することができる (合成は下から上に向かってとる)。

V V *

V

V

V

= =

V

V *

V *

V

V

V *

V *

V *

V

V *

V *

一般に, モノイダル圏 C の対象 V に対して, 上で述べたものと同じ性質を持つ C の対象 V ∗

と 2 つの射 eV : V ∗ ⊗ V −→ I, nV : I −→ V ⊗ V ∗ からなる組 (V ∗, eV , nV ) を V の左双対と
呼ぶ。任意の対象が左双対を持つようなモノイダル圏は左剛的であると呼ばれる。先に述べた
ことから, Hopf代数 H 上の有限次元加群のなす k-線形モノイダル圏 HM は左剛的である。
このように, Hopf代数上の加群のなす圏 HM や有限次元加群のなす圏 HM は豊かな構造を

もつが, Hopf代数の公理から, 左 H-加群としての同型 V ⊗W ∼= W ⊗ V の存在は保証されな
い。このような同型が存在するためには, H ⊗H の中に特別な条件を満たす元の存在が必要に
なる。それが普遍 R-行列である。R ∈ H ⊗H が Hopf代数 H の普遍 R-行列であるとは, 以
下の条件が満たされるときをいう [5].

(QT0) R は可逆元である。
(QT1) ∆cop(a) = R ·∆(a) ·R−1 for all a ∈ H.

(QT2) (∆⊗ id)(R) = R13R23.

(QT3) (id⊗∆)(R) = R13R12.

ここで, (i, j) = (1, 2), (1, 3), (2, 3) に対して, Rij ∈ H⊗3 は第 i 成分と第 j 成分にそれぞれ R

の第 1 成分と第 2 成分を挿入し, 残りの成分に 1H を挿入したものを表わす。行列ではないの
に行列という名称が付けられている理由は, 上記のような R が代数レベルで見つかれば, 可解模
型におけるYang-Baxter方程式の行列解が表現を通して組織的に求まることに由来している。
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Hopf代数 H とその普遍 R-行列 R との組 (H,R) を準三角Hopf代数という。左 H-加群
V,W に対して cV,W : V ⊗W −→ W ⊗ V を次式によって定義する：

cV,W (v ⊗ w) = (R(2) · w)⊗ (R(1) · v) (v ∈ V, w ∈ W ).

ここで, R = R(1) ⊗ R(2) である。この記号も Sweedler の記法の流用であり, 本来は R =∑r
i=1Ri ⊗ R′

i のように書かれるべきものである。(QT0)と (QT1)より, cV,W は左 H-加群の
間の同型写像になる。さらに, (QT2),(QT3)から次が成立する：左 H-加群 U, V,W に対して

(1.1) cU⊗V,W = (cU,W ⊗ idV ) ◦ (idU ⊗ cV,W ), cU,V⊗W = (idV ⊗ cU,W ) ◦ (cU,V ⊗ idW ).

この 2式からYang-Baxter方程式

(cV,W ⊗ idU ) ◦ (idV ⊗ cU,W ) ◦ (cU,V ⊗ idW ) = (idW ⊗ cU,V ) ◦ (cU,W ⊗ idV ) ◦ (idU ⊗ cV,W )

が導かれる。cV,W を図 cV,W =
WV

で表わすことにすると, Yang-Baxter方程式は組み紐
に対する次の等式になる。

WU V

=

U V W

UV V UWW

このことから, すべての紐に同じ左 H-加群 V を割り当てることにより, n 本の紐からなる
組み紐群 Bn の表現 ρV : Bn −→ End(V ⊗n) が得られる。
準三角Hopf代数は量子群の代数構造を記述するために導入されたものだが, それとは直接関

わらない数多くの例が存在する。
Hopf代数の普遍 R-行列は (1.1)により圏論的に特徴付けられる。これについて説明しよう。一

般に,モノイダル圏 C において,任意の対象 V,W に対して自然な同型 cV,W : V ⊗W −→ W⊗V

が与えられていて, (1.1)に相当する式を満たすとき, c = {cV,W }V,W∈C をモノイダル圏 C の
組み紐構造 (braiding)と呼び, 組 (C, c) を組み紐モノイダル圏と呼ぶ。先に説明したことか
ら, H の普遍 R-行列から HM の組み紐構造が得られるが, 逆に, HM の組み紐構造 c に対して
R = T ◦ cH,H(1H ⊗ 1H) と定めることにより, H の普遍 R-行列が得られる (但し, 右辺の cH,H

における H は左正則加群を意味する)。このように, H の普遍 R-行列全体と HM の組み紐構
造全体とは 1 対 1 に対応する。
どのようなHopf代数も普遍 R-行列を持つわけではない。例えば, G が非可換有限群のとき,

k 上の群Hopf代数の双対Hopf代数 (kG)∗ には普遍 R-行列は存在しない。しかし, Drinfel’dは
どのような有限次元Hopf代数 H に対しても, それを部分Hopf代数として含む準三角Hopf代
数 (D(H),R) が存在することを示した [5]。この準三角Hopf代数は次のように与えられる。ま
ず, k 上の余代数として D(H) = H∗cop ⊗H とおき, その積を次のように定義する：p, p′ ∈ H∗,
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a, a′ ∈ H に対して

(p⊗ a) · (p′ ⊗ a′) = ⟨p′(1), S
−1
H (a(3))⟩⟨p′(3), a(1)⟩pp

′
(2) ⊗ a(2)a

′.

但し, ((∆H∗ ⊗ id) ◦ ∆H∗)(p′) = p′(1) ⊗ p′(2) ⊗ p′(3) である。単位元は ε ⊗ 1 であり, 対合は
SD(H)(p⊗a) = (S−1

H∗(p)⊗1)(ε⊗SH(a)) (p ∈ H∗, a ∈ H)によって与えられる。積と対合の定義に
S−1
H , S−1

H∗ が使われているが, Radford [23]により,有限次元Hopf代数の対合は常に全単射である
ことが知られているので,心配はいらない。2つの標準的な単射 ιH : H −→ D(H), ιH(a) = ε⊗a

と ȷH : H∗cop −→ D(H), ȷH(p) = p ⊗ 1 は Hopf代数準同型 (= 代数準同型かつ余代数準同
型)であり, これらの写像により H,H∗cop ⊂ D(H) とみなすことができる。Majidに従い, 元
p⊗ a in D(H) をしばしば p ▷◁ a という記号で表わす。すると, D(H) の普遍 R-行列 R は

R =

d∑
i=1

(εH ▷◁ ei)⊗ (e∗i ▷◁ 1H) ∈ D(H)⊗D(H)

によって与えられる。ここで, {ei}di=1, {e∗i }di=1 は H, H∗ の互いに双対的な基底である。準三
角Hopf代数 (D(H),R) をDrinfel’d二重化と呼ぶ。D(H) の積は複雑であるが,

• (p ▷◁ 1) · (ε ▷◁ a) = p ▷◁ a (p ∈ H∗, a ∈ H),

• ∆cop(ε ▷◁ a) · R = R ·∆(ε ▷◁ a) (a ∈ H)

を満たすように定義しようとすると, 必然的にそうなってしまう。この記事では使わないが,

Drinfel’d二重化 D(H) はHopf代数のテンソル積 H∗cop ⊗H のコサイクル変形として理解す
ることができ, その方がわかりやすい [3, 4, 8].

k-線形モノイダル圏 D(H)M には普遍 R-行列 R から定まる組み紐構造 cR が存在する。こ
の組み紐モノイダル圏 (D(H)M, cR) を k-線形モノイダル圏 HM から直接構成することがで
きる。この構成はDrinfel’dの中心構成と呼ばれている (Joyal-Street [13], Majid [18]を参照)。
ここでは, Kasselの本 [14; XIII.4, p.330–337]に従う。

C = (C,⊗, I, a, r, l) を k-線形モノイダル圏とする。このとき, k-線形組み紐モノイダル圏
Z(C) が次のように定義される。

• Z(C)の対象は組 (V, c−,V )である。但し, V は C の対象であり, c−,V は関手 −⊗idV :

C −→ C から idV ⊗− : C −→ C への自然同値で, 任意の対象 X,Y ∈ C に対して次
の図式を可換にするものである：

(X ⊗ Y )⊗ V

V ⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ (Y ⊗ V ) X ⊗ (V ⊗ Y )

(V ⊗X)⊗ Y (X ⊗ V )⊗ Y

cX⊗Y,V

aX,Y,V idX ⊗ cY,V

a−1
X,V,Y

aV,X,V cX,V ⊗ idY

- -

� �
? ?

• 対象 (V, c−,V ) から (W, c−,W ) への射は, C における射 f : V −→ W であって, すべ
ての対象 X ∈ C に対して次の等式を満たすものである：

(f ⊗ idX) ◦ cX,V = cX,W ◦ (idX ⊗ f).

射の合成は C における射の合成で定義する。
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• Z(C) のモノイダル構造は次のように定義される。
▶ 2 つの対象 (V, c−,V ) と (W, c−,W ) とのテンソル積は (V, c−,V )⊗ (W, c−,W ) :=

(V ⊗W, c−,V⊗W ) によって与えられる。但し, c−,V⊗W は次の図式を可換にする
同型射 cX,V⊗W からなる自然同値である：

X ⊗ (V ⊗W )

(V ⊗W )⊗X

(X ⊗ V )⊗W (V ⊗X)⊗W

V ⊗ (W ⊗X) V ⊗ (X ⊗W )

cX,V⊗W

a−1
X,Y,V cX,V ⊗ idW

aV,X,W

a−1
V,W,X idV ⊗ cX,W

- -

� �
? ?

▶ 単対象 IZ(C) は (I, l−1 ◦ r) で与えられる。
• モノイダル圏 Z(C) = (Z(C),⊗) の組み紐構造 c は次で与えられる：

c = {cV,W : (V, c−,V )⊗ (W, c−,W ) −→ (W, c−,W )⊗ (V, c−,V )}(V,c−,V ),(W,c−,W )∈Z(C).

上記のように定義される組み紐モノイダル圏 Z(C) = (Z(C), c) を C の中心という。C が k

上の有限次元Hopf代数 H 上の左加群のなすモノイダル圏 HM の場合には, その中心 Z(HM)

はDrinfel’d二重化 D(H) 上の左加群のなす組み紐モノイダル圏 (D(H)M, cR) に k-線形組み紐
モノイダル圏として同型になる。
中心 Z(C) から C への標準的なモノイダル共変関手 ΠC : Z(C) −→ C が

ΠC(V, c−,V ) = V

により定義される。

補題 1.1. C = (C,⊗, I, a, r, l) と C′ = (C′,⊗, I′, a′, r′, l′) をモノイダル圏とする。
モノイダル共変関手 F = (F, ϕ, ω) : C −→ C′ がモノイダル圏同値ならば, 次の条件を満たす

組み紐モノイダル圏同値 Z(F ) : Z(C) −→ Z(C′) が一意的に存在する：

(i) F ◦ΠC = ΠC′ ◦ Z(F ),

(ii) 各 (V, c−,V ) ∈ Z(C) に対して
(
Z(F )

)
(V, c−,V ) = (F (V ), c′−,F (V )) とおくとき, F は

(C, c−,V ) から (C′, c′−,F (V )) への関手である, すなわち, 任意の X ∈ C に対して次の
図式は可換である：

F (X)⊗ F (V ) F (V )⊗ F (X)

F (X ⊗ V ) F (V ⊗X)
?

ϕX,V

-
c′F (X),F (V )

?
ϕV,X

-F (cX,V )

さらに, 対応 F 7−→ Z(F ) はモノイダル関手の合成と両立する。 □

補題の証明は [35; 補題 2.1]を参照。
加群の双対的な概念として余加群と呼ばれるものがある。右 H-余加群とは, k 上のベクトル

空間 V と k-線形写像 ρ : V −→ V ⊗H との組 (V, ρ) であって, (ρ⊗ idH) ◦ ρ = (idV ⊗∆) ◦ ρ,
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(idV ⊗ ε) ◦ ρ = idV を満たすものをいう。各 v ∈ V に対して ρ(v) を ρ(v) = v(0) ⊗ v(1) のよ
うに表わす。これは右余作用に対する Sweedlerの記法である。右 H-余加群 (U, ρU ), (V, ρV )

の間の k-線形写像 f : U −→ V が H-余加群準同型であるとは, (f ◦ idH) ◦ ρU = ρV ◦ f と
なるときをいう。右 H-余加群を対象とし, それらの間の準同型を射とする圏を MH により表
わす。これは k-線形モノイダル圏をなす。そのテンソル積は (U, ρU ) ⊗ (V, ρV ) = (U ⊗ V, ρ),

ρ(u⊗ v) = u(0) ⊗ v(0) ⊗ u(1)v(1), により与えられ, 基礎体 k は 1k 7−→ 1k ⊗ 1H ∈ k ⊗H を右
余作用として右 H-余加群となる。この右余加群を自明な右 H-余加群という。

H が有限次元のとき, ベクトル空間 V に左 H∗-加群構造を与えることと右 H-余加群構造を
与えることとは同値である。その具体的な対応は次で与えられる。

• V への右 H-余作用 ρ : V −→ V ⊗H

−−⇝ V への左 H∗-作用 α : H∗ ⊗ V −→ V

α(p⊗ v) = v(0)⟨p, v(1)⟩
• V への左 H∗-作用 α : H∗ ⊗ V −→ V

−−⇝ V への右 H-余作用 ρ : V −→ V ⊗H

ρ(v) =
∑d

i=1 α(e
∗
i , v)⊗ ei.

但し, {ei}di=1 と {e∗i }di=1 は H と H∗ の互いに双対的な基底である。

上記の対応で, H∗M と MH とは k-線形モノイダル圏として同型である。しかし, H∗copMと
MH とはテンソル積構造が少し違っている。このことを正確に記述するために, 反転モノイダ
ル圏の概念を導入しよう。C = (C,⊗, I, a, l, r) をモノイダル圏とする。このとき, 次のようにし
てモノイダル圏 Crev を作ることができる。

(1.2) Crev = (C, ⊗̄, I, a−1, r, l)

但し, ⊗̄ は, C × C の対象 (X,Y ) に対して C の対象 Y ⊗X を対応させ, C × C の射 (f, g) に対
して C の射 g ⊗ f を対応させる共変関手である。モノイダル圏 Crev を C の反転 (reversed)

モノイダル圏と呼ぶ。2 つのモノイダル圏 C と Crev の射は同じものだが, C の射 f を Crev に
おける射とみなすときに, 必要に応じて f rev という記号で表わす。k-線形モノイダル圏として
(HM)rev ∼= HcopM であることから, k-線形モノイダル圏としての同型 H∗copM ∼= (MH)rev を
得る。

c がモノイダル圏 C に対する組み紐構造であるとき,

(1.3) crev = {(crev)X,Y = cY,X : X⊗̄Y −→ Y ⊗̄X}(X,Y )∈C×C

は Crevの組み紐構造である。組み紐モノイダル圏 (C, c)に対して,組み紐モノイダル圏 (Crev, crev)

を (C, c)rev により表わし, (C, c) の反転組み紐モノイダル圏と呼ぶ。

補題 1.2. (C, c), (C′, c′) を k-線形組み紐モノイダル圏とし, (F, ϕ, ω) : (C, c) −→ (C′, c′) を組
み紐共変モノイダル関手とする。このとき, (F, ϕ, ω)rev は組み紐共変モノイダル関手 (C, c)rev

から (C′, c′)rev への組み紐モノイダル共変関手である。さらに, (F, ϕ, ω) が組み紐テンソル圏同
値を与える, 組み紐共変モノイダル関手ならば, (F, ϕ, ω)rev も組み紐テンソル圏同値を与える,

組み紐共変モノイダル関手である。 □

8



§2. Schrödinger 加群の圏論的意味とモノイダル森田不変量の構成

H を k 上の有限次元 Hopf代数とする。Drinfel’d 二重化 D(H) は Schrödinger 表現と呼
ばれる標準的な表現を持つ。ここで扱う Schrödinger 表現は, 量子力学において Schrödinger描
像と呼ばれる現象を, Majidが Hopf代数の言葉で定式化したものである [18; Examples 6.1.4

& 7.1.8]。この表現は, H の左随伴作用と右 H∗-作用 ↼ (定義は以下の (2.1) と (2.2) を参照)

を統合したものになっている。Schrödinger 表現の一般化が, 準 Hopf代数に対しては Bulacu

と Torrecillas [2; Section 3] により, 一般化された Hopf pairing から構成される Drinfel’d

二重化に対しては Fang [8; Section 2] により与えられている。特に後者においては 2 種類
の Schrödinger 表現が導入されており, そのうちの 1 つは Schrödinger 表現に, もう 1 つは
Majid [18; Proposition 6.2.7]が co-Schrödinger 表現と呼んでいるものに相当している。この
2 種類の Schrödinger 表現の定義を我々の設定の下で述べよう。
次の４つの作用を考える。

a ▶ c = a(1)cS(a(2)) (a, c ∈ H),(2.1)

a ↼ p = ⟨a(1), p⟩a(2) (p ∈ H∗, a ∈ H),(2.2)

q ◀ p = S(p(1))qp(2) (p, q ∈ H∗),(2.3)

a ⇀ q = q(1)⟨a, q(2)⟩ (q ∈ H∗, a ∈ H).(2.4)

これらの作用を使って, H および H∗ 上に D(H) の２つの左作用 • を次のように定義する
ことができる：a, b ∈ H∗, p, q ∈ H∗ に対して

(p ▷◁ a) • b = (a ▶ b) ↼ S−1(p),(2.5)

(p ▷◁ a) • q = (a ⇀ q) ◀ S−1(p).(2.6)

左 D(H)-加群 (H, •) および (H∗, •) をそれぞれ Schrödinger 加群, 双対 Schrödinger 加
群と呼び, それらを D(H)H および D(H)H

∗cop により表わす。(これらの作用に関する説明につ
いては [35]も参照。)

任意の左 D(H)-加群は (左-右) Yetter-Drinfel’d加群とみなされるから, (双対) Schrödinger

加群も Yetter-Drinfel’d加群とみなすことができる。そこで, Yetter-Drinfel’d加群について説
明しよう。この概念は, crossed bimoduleという名称でYetter [36]により導入された。Yetter-

Drinfel’d加群という名称は [27]で初めて使われた。
D(H) は 2 つの Hopf代数 H と H∗cop とを同時に含む Hopf代数であって, H と H∗cop の

元との間にある種の交換関係を満たすものであった。したがって, ベクトル空間への左 D(H)-

加群の構造は, 左 H-加群構造と左 H∗cop-加群構造の組であり, それらの作用がある種の交換関
係を満たすものと理解することができる。代数として H∗cop = H∗ であるから, ベクトル空間
に左 H∗cop-加群構造を与えることは左 H∗-加群構造を与えることと同値であり, それは右 H-

余加群構造を与えることと同値である。こうして, 任意の左 D(H)-加群 V は, ベクトル空間 V

に次の条件 (YD)を満たす左 H-作用 · と右 H-余作用 ρ が指定されたものとして捉えられるこ
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とがわかる。任意の a ∈ H, v ∈ V に対して

(YD) (a(1) · v(0))⊗ (a(2)v(1)) = (a(2) · v)(0) ⊗ (a(2) · v)(1)a(1).

条件 (YD)を Yetter-Drinfel’d条件といい, 組 V = (V, ·, ρ) をYetter-Drinfel’d H-加群と
呼ぶ。

U, V を Yetter-Drinfel’d H-加群とする。k-線形写像 f : U −→ V がYetter-Drinfel’d 準
同型であるとは, H-加群準同型であって, かつ, H-余加群準同型であるときをいう。テンソル積
U ⊗ V は次のように定義される作用と余作用に関して Yetter-Drinfel’d H-加群になる：任意の
a ∈ H, u ∈ U, v ∈ V に対して

a · (u⊗ v) = (a(1) · u)⊗ (a(2) · v),

u⊗ v 7−→ u(0) ⊗ v(0) ⊗ v(1)u(1).

Yetter-Drinfel’d H-加群とそれらの間の Yetter-Drinfel’d 準同型は上記のように定義され
るテンソル積に関して k-線形モノイダル圏をなす。このモノイダル圏を Yetter-Drinfel’d 圏
と呼び, HYDH により表わす。Yetter-Drinfel’d 加群の定義より, k-線形モノイダル圏として

HYDH ∼= D(H)M である。この同型の下で, Yetter-Drinfel’d H-加群 V は次の作用を持つ左
D(H)-加群とみなされる：

(p ▷◁ a) · v = ⟨p, (av)(1)⟩(av)(0) (p ∈ H∗, a ∈ H, v ∈ V ).

この同型を使って (双対) Schrödinger 加群をYetter-Drinfel’d加群と見なすことができる。

補題 2.1. (1) Schrödinger 加群 D(H)H に対応する Yetter-Drinfel’d加群は (H,▶, ρ) である。
但し, 右 H-余作用 ρ は次で与えられる。

ρ(a) = a(2) ⊗ S−1(a(1)) (a ∈ H).

このYetter-Drinfel’d加群をYetter-Drinfel’d圏におけるSchrödinger 加群と呼ぶことにする。
(2)双対 Schrödinger加群 D(H)H

∗cop に対応するYetter-Drinfel’d加群は (H∗,⇀, ρ)である。
但し, 右 H-余作用 ρ は次で与えられる。

ρ(p) =
d∑

i=1

(
p ◀ e∗i

)
⊗ S−1(ei) (p ∈ H∗).

但し, {ei}di=1 と {e∗i }di=1 は H と H∗ の互いに双対的な基底である。この Yetter-Drinfel’d加
群をYetter-Drinfel’d圏における双対 Schrödinger 加群と呼ぶことにする。 □

Yetter-Drinfel’d 圏における (双対)Schrödinger 加群は, Radford 誘導関手 IH : HM −→

HYDH および IH : (MH)rev −→ HYDH に関する自明 (余) 加群の像に同型である。ここ
で, Radford誘導関手 IH および IH はそれぞれ次のように定義される共変関手である [26;

Propositions 2&1].
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• L ∈ HM に対して, IH(L) := L⊗H ∈ HYDH とする。但し, 左 H 作用 · と右 H 余作
用 ρ はそれぞれ次で与えられる：h, a ∈ H, l ∈ L に対して

h · (l ⊗ a) = (h(2) · l)⊗ h(3)aS
−1(h(1)),

ρ(l ⊗ a) = (l ⊗ a(1))⊗ a(2).

• N ∈ MH に対して, IH(N) := H ⊗N ∈ HYDH とする。但し, 左 H 作用 · と右 H 余
作用 ρ は次式で与えられる：任意の h, a ∈ H, n ∈ N に対して

h · (a⊗ n) = ha⊗ n,

ρ(h⊗ n) = (h(2) ⊗ n(0))⊗ h(3)n(1)S
−1(h(1)).

命題 2.2 ( [32; Propositions 2.6&2.8]). H を k 上の有限次元 Hopf 代数とする。
(1) 同一視 HYDH = D(H)M によりRadford誘導関手 IH を HM から D(H)M への関手とみ

なす。このとき, k-線形写像

Φ : D(H)H −→ IH(k), Φ(a) = 1⊗ S−1(a) (a ∈ H)

は左 D(H)-加群の同型である。ここで, IH(k) における k は自明な左 H-加群である。
(2) 同一視 HYDH = D(H)M により Radford誘導関手 IH を (MH)rev から D(H)M への関

手とみなす。このとき, k-線形写像

Φ : D(H)H
∗cop −→

(
IH(k)

)∗
, Φ(q) = S−1(q)⊗ 1 (q ∈ H∗)

は左 D(H)-加群の同型を与える。ここで, IH(k) における k は自明な右 H-余加群であり,(
IH(k)

)∗ は IH(k) の双対Yetter-Drinfel’d加群である。但し, 有限次元Yetter-Drinfel’d H-加
群 V = (V, ·, ρV ) の双対Yetter-Drinfel’d加群とは, 次のように定義される作用 · と余作用 ρV ∗

をもつYetter-Drinfel’d H-加群 V ∗ = (V ∗, ·, ρV ∗) のことを意味する：

(a · α)(v) = α(S(a) · v) (a ∈ H, α ∈ V ∗, v ∈ V ),

ρV ∗(v∗j ) =
m∑
i=1

v∗i ⊗ S−1(aji) (j = 1, . . . ,m),

ここで, {vi}mi=1 と {v∗i }mi=1 は V と V ∗ の互いに双対的な基底, ρV (vj) =
∑m

i=1 vi ⊗ aij (j =

1, . . . ,m) である。 □

H を k 上の有限次元Hopf代数とする。D(H)Mの組み紐構造 cR を k-線形モノイダル圏とし
ての同型 HYDH ∼= D(H)M で写せば, Yetter-Drinfel’d 圏 HYDH の組み紐構造が得られる。そ
れは, 次のように定義される Yetter-Drinfel’d 準同型 cU,V : U ⊗ V −→ V ⊗U (U, V ∈ HYDH)

の族からなる [36]：

(2.7) cU,V (u⊗ v) = v(0) ⊗ (v(1) · u) (u ∈ U, v ∈ V ).

このとき, k-線形組み紐モノイダル圏として (HYDH , c) ∼= (D(H)M, cR) である。(D(H)M, cR)

は中心 Z(HM) に k-線形組み紐モノイダル圏として同型であったから, k-線形組み紐モノイダ
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ル圏としての同型 (HYDH , c) ∼= Z(HM) が得られる。この同型 (HYDH , c) −→ Z(HM) は具
体的に次で与えられる。

V ∈ HYDH 7−→ (V, {cX,V }X∈HM) ∈ Z(HM),

(但し, cX,V は (2.7)と同じ式によって定義される左 H-加群の間の同型写像)

Radford [26]および Huと Zhang [9; Lemma 2.1, Remark 2.2]において指摘されているよ
うに, Radford誘導関手 IH は忘却関手 RH : HYDH −→ HM の右随伴であり, Radford誘導
関手 IH は忘却関手 RH : HYDH −→ (MH)rev の左随伴である。すなわち, Yetter-Drinfel’d

H-加群 V と左 H-加群 X と右 H-余加群 N に対して自然な全単射 Hom
HM(RH(V ), X) ∼=

Hom
HYDH (V, IH(X)), Hom

HYDH (IH(N), V ) ∼= HomMH (N,RH(V )) が存在する。HYDH =

Z(HM) と同一視すると, 忘却関手 RH : HYDH −→ HM はモノイダル関手として忘却関手
Π

HM : Z(HM) −→ HM に一致する。忘却関手 RH : HYDH −→ (MH)rev についても同様の解
釈が可能である。まず, k-線形組み紐モノイダル圏としての同型

(
Z(MH)

)rev ∼= HYDH が存在
することに注意する。実際, この同型は次の共変関手により与えられる。

V ∈ HYDH 7−→ (V, {cX,V }X∈MH ) ∈
(
Z(MH)

)rev
但し, (V, {cX,V }X∈MH ) における V への H の右余作用は V ∈ HYDH に対するもの
と同じであり, cX,V は次のように定義される右 H-余加群の間の同型写像である：

cX,V (x⊗ v) = (x(1) · v)⊗ x(0) (x ∈ X, v ∈ V ).


この同型により,同一視 HYDH =

(
Z(MH)

)rev を行うと,忘却関手 RH : HYDH −→ (MH)rev

はモノイダル関手として忘却関手
(
ΠMH

)rev
:
(
Z(MH)

)rev −→ (MH)rev に一致することがわ
かる。以上のことから, Schrödinger 加群は, 反変関手

Z(HM) −→ Set, V 7−→ Hom
HM(Π

HM(V ),k)

の representing object であり, 双対 Schrödinger 加群は, 共変関手

Z(MH) −→ Set, V 7−→ HomMH (k,ΠMH (V ))

の representing object の左双対であることがわかった。清水はこの結果を捉えて Schrödinger

対象の概念を導入した [32]。

定義 2.3. C をモノイダル圏とする。
(1) 反変関手

Z(C) −→ Set, V 7−→ HomC(ΠC(V ), I)

の representing object を C に対する Schrödinger 対象と呼ぶ。すなわち, Z(C) の対象 S

が Schrödinger 対象であるとは, V ∈ Z(C) に関して自然性を持つ同型 HomC(ΠC(V ), I) ∼=
HomZ(C)(V ,S) が存在するときをいう。

(2) 共変関手
Z(C) −→ Set, V 7−→ HomC(I,ΠC(V ))

の representing object を C に対する余 Schrödinger 対象と呼ぶ。
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注意：米田の補題により, (余)Schrödinger対象は (存在すれば)同型を除いて一意的である。

例 2.4. H を k 上の有限次元 Hopf 代数とする。
(1) SH := ((H,▶), c−,H) ∈ Z(HM) は HM に対する Schrödinger対象である。但し, 各左

H-加群 X に対して cX,H : X ⊗H −→ H ⊗X は次式で定義される：

cX,H(x⊗ a) = a(2) ⊗ (S−1(a(1)) · x) (a ∈ H, x ∈ X).

(2) 次のように定義される SH := ((H∗, ρ), c−,H∗) ∈ Z(MH) は MH に対する余 Schrödinger

対象の左双対である。但し, {ei}di=1, {e∗i }di=1 を互いに双対的な H,H∗ の基底とするとき,

ρ(p) =

d∑
i=1

(p ◀ e∗i )⊗ S−1(ei)

であり, 各右 H-余加群 X に対して cX,H∗ : X ⊗H∗ −→ H∗ ⊗X は次式で定義される：

cX,H∗(x⊗ p) = (x(1) ⇀ p)⊗ x(0) (p ∈ H∗, x ∈ X).

補題 2.5 ( [32; Lemma 3.2]). C,D をモノイダル圏とする。
(1) 忘却関手 ΠC : Z(C) −→ C が右随伴 IC : C −→ Z(C) を持つとする。C の単対象 I に対

して IC(I) ∈ Z(C) は Schrödinger 対象である。
(2) S ∈ Z(C) を C に対する Schrödinger 対象とし, F : C −→ D をモノイダル圏同値とす

る。このとき,
(
Z(F )

)
(S) ∈ Z(D) は D に対する Schrödinger 対象である。

(証明)

(1) IC は ΠC の右随伴であるから, 自然同値 φ : HomC(ΠC(−),−) =⇒ HomZ(C)(−, IC(−))

が存在する。よって, 自然同値 HomC(ΠC(−), I) =⇒ HomZ(C)(−, IC(I)) が存在する。定義によ
り, IC(I) は C に対する Schrödinger 対象である。

(2) モノイダル共変関手 G : D −→ C を F の準逆 (quasi-inverse)とする。このとき, Z(G) :

Z(D) −→ Z(C) は Z(F ) の準逆である。これより, 任意の V ∈ Z(D) に対して自然な同型

HomZ(D)

(
V ,

(
Z(F )

)
(S)

) ∼= HomZ(C)
((
Z(G)

)
(V ),

(
Z(G) ◦ Z(F )

)
(S)

)
∼= HomZ(C)

((
Z(G)

)
(V ),S

) ∼= HomC
((
ΠC ◦ Z(G)

)
(V ), IC

)
∼= HomC

((
G ◦ΠD

)
(V ), IC

) ∼= HomD
((
F ◦G ◦ΠD

)
(V ), F (IC)

)
∼= HomD

(
ΠD(V ), F (IC)

) ∼= HomD
(
ΠD(V ), ID

)
が得られる。こうして,

(
Z(F )

)
(S)は D に対する Schrödinger対象であることが示された。 □

系 2.6 ( [32; Theorem 3.4&Corollary 3.5]). A, B を k 上の有限次元 Hopf 代数とする。
(1) k-線形モノイダル圏同値 F : AM −→ BM が存在すると仮定する。このとき, k-線形組み

紐モノイダル圏同値 Z(F ) : Z(AM) −→ Z(BM) により,
(
Z(F )

)
(SA) ∼= SB.

(2) k-線形モノイダル圏同値 F : MA −→ MB が存在すると仮定する。このとき, k-線形組み
紐モノイダル圏同値 Z(F ) : Z(MA) −→ Z(MB) の反転関手により,

(
Z(F )

)rev
(SA) ∼= SB.
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注意 2.7. 勝手な k-線形組み紐モノイダル圏同値 F̃ : Z(AM) −→ Z(BM) が Schrödinger

対象を保つ訳ではない。上の系が成立する背後には, k-線形組み紐モノイダル圏としての同型

D(H)M ∼= Z(HM), D(H)M ∼=
(
Z(MH)

)rev が “fibered” である, すなわち, 忘却関手と可換であ
るという事実が働いている。

注意 2.8. 系 2.6は, 増岡が [20; Proposition 5.1]において与えた作用を用いることにより, コ
サイクル変形の視点から導くこともできる [19]。

双対 Schrödinger 加群は Schrödinger 対象と見なすことができる。次の補題がその鍵になる。

補題 2.9 ([32; Lemma 2.9(2)]). H を k上の有限次元Hopf代数Hとする。このとき,任意の左
H-加群X と任意のYetter-Drinfel’dH-加群 V に対して,同型射 IH(RH(V )⊗X) −→ IH(X)⊗V

が存在する。ここで, IH はRadford誘導関手, RH は忘却関手を表わす。 □

注意：C をモノイダル圏とし, 忘却関手 Π : Z(C) −→ C が左随伴 I : C −→ Z(C) を持つとす
る。V ∈ Z(C) が左双対を持つとき, 任意の X ∈ C に対して I(Π(V )⊗X) ∼= I(X)⊗ V とな
る [31; Lemma 3.6]。しかし, 一般の V に対して同様の結果が成り立つか否かは分かっていな
い。上の補題は C = HM の場合にはそれが成り立つということを主張している。

定理 2.10 ( [32; Theorem 3.10]). C をモノイダル圏とし, 忘却関手 Π : Z(C) −→ C は左随
伴 I : C −→ Z(C) を持つと仮定する。I を C の単対象とする。任意の V ∈ Z(C) に対して
I(Π(V )) ∼= I(I) ⊗ V であり, C に対する余 Schrödinger 対象 S ∈ Z(C) が左双対を持つなら
ば, S∗ は C に対する Schrödinger 対象である。

(証明)

余 Schrödinger 対象の一意性から, 一般性を失うことなく S = I(I) であると仮定してよい。
このとき, 任意の V ∈ Z(C) に対して, 自然な同型

HomZ(C)(V ,S∗) ∼= HomZ(C)
(
V ,

(
I(I)

)∗)
∼= HomZ(C)

(
V , IZ(C) ⊗

(
I(I)

)∗)
∼= HomZ(C)

(
V ⊗ I(I), IZ(C)

)
∼= HomZ(C)

(
I(I)⊗ V , IZ(C)

)
(∵ Z(C) は braided)

∼= HomZ(C)
(
I
(
Π(V )

)
, IZ(C)

)
(∵仮定より)

∼= HomC
(
Π(V ), Π(IZ(C))

)
(∵ I は Π の左随伴)

= HomC
(
Π(V ), I

)
が存在する。これは S∗ ∈ Z(C) が C に対する Schrödinger 対象であることを示している。 □

補題 2.9と定理 2.10より, 次が従う。

系 2.11 ( [32; Theorem 3.10]). H を k 上の有限次元 Hopf代数とする。このとき, SH ∈
Z(MH) は MH に対する Schrödinger 対象である。
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Schrödinger 加群を用いて Hopf代数の表現圏 AM のモノイダル森田不変量を定義すること
ができる。その方法を簡単に述べる。詳細は [32]を参照されたい。

C = (C,⊗, I, a, r, l) を k-線形左剛的なモノイダル圏とし, 各対象 X ∈ C に対して左双対
(X∗, eX , nX) を選んでおく。C における射 f : X ⊗ Y −→ X ⊗ Z に対して次の合成により射
Trl,Xc (f) : Y −→ Z を定義する：

Y
l−1
Y−−−→ I⊗ Y

nX⊗idY−−−−−−→ X ⊗X∗ ⊗ Y
c−1
X∗,X⊗idY

−−−−−−−−→ X∗ ⊗X ⊗ Y

idX∗⊗f−−−−−−→ X∗ ⊗X ⊗ Z
eX⊗idZ−−−−−−→ I⊗ Z

lZ−−→ Z.

射 Trl,Xc (f) : Y −→ Z を X 上の f の左部分組み紐トレースと呼ぶ。同様に,射 f : Y ⊗X −→
Z ⊗X に対して X 上の f の右部分組み紐トレースが次の合成により定義される：

Y
r−1
Y−−−→ Y ⊗ I idY ⊗nX−−−−−−→ Y ⊗X ⊗X∗ f⊗idX∗−−−−−−→ Z ⊗X ⊗X∗

idZ⊗cX,X∗
−−−−−−−−→ Z ⊗X∗ ⊗X

idZ⊗eX−−−−−−→ Z ⊗ I rZ−−−→ Z.

f

X X*

Y

Z

X* X

Trl,X
c (f) = Trr,X

c (f) =

f

XX*

Y

Z

X*X

X 上の左部分組み紐トレース, 右部分組み紐トレースは X の左双対の選び方によらない。こ
れは, X の 2 つの左双対 (X∗, eX , nX), (X∨, ēX , n̄X) が与えられると, 次の合成により定義さ
れる同型射 φX : X∗ −→ X∨ が ēX ◦ (φX ⊗ id) = eX と (id⊗ φX) ◦ nX = n̄X を満たすことを
用いて示される：

X∗ r−1

−−−→ X∗ ⊗ I id⊗n̄X−−−−→ X∗ ⊗ (X ⊗X∨)
a−1

−−→ (X∗ ⊗X)⊗X∨ eX⊗id−−−−→ I⊗X∨ l−→ X∨.

V を C の対象とする。各自己射 f ∈ End(V ⊗n) に対して T̃r
l

c(f), T̃r
r

c(f) ∈ End(I) を

(2.8) T̃r
l

c(f) :=

n︷ ︸︸ ︷
(Trl,Vc ◦ · · · ◦ Trl,Vc )(f), T̃r

r

c(f) :=

n︷ ︸︸ ︷
(Trr,Vc ◦ · · · ◦ Trr,Vc )(f)

と定める。修正されたトレース (2.8)は次の意味で組み紐モノイダル関手の下で保たれる：k-線
形な組み紐モノイダル共変関手 (F, ϕ, ω) : C −→ D に対して,

(2.9)
T̃r

l

c′
(
(ϕ(n))−1 ◦ F (f) ◦ ϕ(n)

)
= ω−1 ◦ F

(
T̃r

l

c(f)
)
◦ ω,

T̃r
r

c′
(
(ϕ(n))−1 ◦ F (f) ◦ ϕ(n)

)
= ω−1 ◦ F

(
T̃r

r

c(f)
)
◦ ω

但し, ϕ(n) : F (V )⊗n −→ F (V ⊗n) は ϕ を繰り返し合成することにより得られる同型射を表わ
す。もし, C の単対象 I が単純である, すなわち, End(I) ∼= k ならば, k の元として

(2.10) T̃r
l

c′
(
(ϕ(n))−1 ◦ F (f) ◦ ϕ(n)

)
= T̃r

l

c(f), T̃r
r

c′
(
(ϕ(n))−1 ◦ F (f) ◦ ϕ(n)

)
= T̃r

r

c(f)
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が成り立つ。
n-糸からなる組み紐群 Bn の表現 ρV : Bn −→ GL(V ⊗n) であって, 正の交差点と負の交差点

がそれぞれ cV,V と c−1
V,V に対応するものが存在する [28]。各 b ∈ Bn に対して

b - diml
c(V ) := T̃r

l

c

(
ρV (b)

)
, b - dimr

c(V ) := T̃r
r

c

(
ρV (b)

)
とおく。B1 の単位元 1 に対して, 1 - dimr

c(V ) は V の量子次元に一致する。
C は Schrödinger対象 S ∈ Z(C) を持つと仮定する。このとき, b ∈ Bn に対して

(2.11) b -Sdiml(C) := b - diml
c(S), b -Sdimr(C) := b - dimr

c(S)

と定め, C の Schrödinger 組み紐次元と呼ぶ。ここで, 右辺の c は C の中心 Z(C) の組み紐構
造を表わす。

命題 2.12. b ∈ Bn とする。単対象が単純であり, かつ, 左双対を持つ Schrödinger対象が存在
する k-線形モノイダル圏 C に対して, Schrödinger組み紐次元 b -Sdiml(C), b -Sdimr(C) ∈ k は
k-線形モノイダル圏同値の下で不変である。

(証明)

F : C −→ Dを k-線形なモノイダル圏同値とする。SC ∈ Z(C)を C に対するSchrödinger対象
とすると, 補題 2.5(2)により, SD :=

(
Z(F )

)
(SC)は D に対する Schrödinger対象である。以下,

Z(F )を (F̃ , ϕ̃, ω̃) : (Z(C), c) −→ (Z(D), c′)と表わし,任意の左対象を持つ V ∈ Z(C)に対して
b - dimr

c′F̃ (V ) = b - dimr
cV が成り立つことを示す。X := V ⊗n および f := ρV (b) : X −→ X

とおく。図式

F̃ (V )⊗ F̃ (V ) F̃ (V )⊗ F̃ (V )

F̃ (V ⊗ V ) F̃ (V ⊗ V )

?
ϕ̃V ,V

-
c′
F̃ (V ),F̃ (V )

?
ϕ̃V ,V

-F̃ (cV ,V )

が可換であること, および, f が c±1
V ,V と idV のいくつかのテンソル積およびそれらの合成で

表されていることから, ϕ̃ から定義される同型射 ϕ̃(n) : F̃ (V )⊗n −→ F̃ (X) に関して, 図式

F̃ (V )⊗n F̃ (V )⊗n

F̃ (X) F̃ (X)

?
ϕ̃(n)

-
ρF̃ (V )(b)

?
ϕ̃(n)

-F̃ (f)

は可換になる。したがって, (2.10)より,

b - dimr
c′
(
F̃ (V )

)
= T̃r

r

c′
(
ρF̃ (V )(b)

)
= T̃r

r

c′
(
(ϕ̃(n))−1 ◦ F̃ (f) ◦ ϕ̃(n)

)
= T̃r

r

c(f)

= b - dimr
c(V )
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を得る。特に, V = SC にとって,

b -Sdimr(D) = b - dimr
c′
(
F̃ (SC)

)
= b - dimr

c(SC) = b -Sdimr(C)

を得る。同様にして, b -Sdiml(C) = b -Sdiml(D) も示される。 □

k 上の有限次元Hopf代数 H に対して,

(2.12) b -Sdiml(H) := b -Sdiml(HM), b -Sdimr(H) := b -Sdimr(HM)

と定める。命題 2.12により, 次の結果が直ちに従う。

系 2.13. 任意の b ∈ Bn に対して b -Sdiml(H), b -Sdimr(H) は有限次元 Hopf 代数 H のモノ
イダル森田不変量である。すなわち, k 上の有限次元 Hopf 代数 A, B に対して, AM と BM

が k-線形モノイダル圏として同値ならば, b -Sdiml(A) = b -Sdiml(B) および b -Sdimr(A) =

b -Sdimr(B) が成り立つ。 □

Hopf 代数 H に対して上記の不変量を計算するとき, 以下の公式 (2.13), (2.14)が役に立つ。
D(H) の普遍 R-行列 R に対して u = S(R(2))R(1) を D(H) の Drinfel’d 元という。Drinfel’d

元 u は可逆であり, その逆元は u−1 = R(2)S2(R(1)) により与えられる [6,24]. V を有限次元左
D(H)-加群とする。任意の a ∈ D(H) に対して, a の V 上の作用を aV で表わす。このとき,

V ⊗n 上の任意の D(H)-加群自己準同型 f に対して次が成り立つ [32; Example 4.5]:

T̃r
l

cR(f) = Tr((u−1
V ⊗ · · · ⊗ u−1

V ) ◦ f),(2.13)

T̃r
r

cR(f) = Tr((uV ⊗ · · · ⊗ uV ) ◦ f),(2.14)

但し, 右辺の Tr は線形変換に対する通常のトレースを表わす。
モノイダル森田不変量 b -Sdiml(H) および b -Sdimr(H) は以下の性質を持つ。

(1)双対 Schrödinger加群 D(H)H
∗cop (= SH)の不変量の値は, Schrödinger加群 D(H∗)H

∗ (=

SH∗) の不変量の値から次のように計算することができる [32; Proposition 4.8].

(2.15) b -Sdiml(MH) = b -Sdiml(H∗M), b -Sdimr(MH) = b -Sdimr(H∗M)

(2) H がインボリュートリ (i.e. S2 = idH) かつユニモジュラーならば,

b -Sdiml(H) = b -Sdimr(H) = Tr(ρ(b)).

但し, ρ : Bn −→ GL((D(H)H)⊗n)は組み紐群 Bn の表現を表わす [32; Proposition 4.10].

(3)余半単純な Hopf 代数に対してのみ有効である。詳しく述べると, H が余単純でないな
らば, b -Sdiml(H) = b -Sdimr(H) = 0 となる [32; Theorem 4.15].

(4)有限群 G の群 Hopf 代数 kG に対しては, 組み紐 b の閉包として得られる絡み目 b̂ の
R3 における補空間の基本群の G への表現の個数に等しい：

b -Sdiml(kG) = b -Sdimr(kG) = ♯Hom(π1(R3 − b̂), G).

但し, π1 は基本群を表わす [32; Theorem 4.13].
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(5) σi ∈ Bn (i = 1, . . . , n − 1) を組み紐群 Bn の標準的な生成元 (すなわち, 第 i 番目と第
(i+ 1) 番目の間に１つだけ正の交差を持つ組み紐)とする。整数 p, q (p ≥ 2) に対して
tp,q := (σ1σ2 · · ·σp−1)

q ∈ Bp を (p, q)-トーラス組み紐と呼ぶ。
有限群 G の標数 0 の代数閉体 k 上の群 Hopf代数 H = kG の場合, b = t2,2 の

Schrödinger組み紐次元は次で与えられる。

t2,2 -Sdim
l(H) = t2,2 -Sdim

r(H) = |G| · ♯Conj(G),

t2,2 -Sdim
l(H∗) = t2,2 -Sdim

r(H∗) = |G|2.

但し, Conj(G) は G の共役類の集合を表わす。よって, G がアーベル群でないならば,

t2,2 -Sdim
l(H) ̸= t2,2 -Sdim

l(H∗)

である [32; Example 4.14]. これは, [7]や [30]で与えられている他のモノイダル森田不
変量にはみられない興味深い事実である。
一方, Hopf 絡み目 t̂2,2 の補空間の基本群は Z⊕ Z に同型であるから, (4)により,

t2,2 -Sdim
l(H) = t2,2 -Sdim

r(H) = ♯Comm(G)

を得る。但し, Comm(G) = { (x, y) ∈ G×G | xy = yx }. よって, 先に得られた等式と
比較して, 有限群論でよく知られた等式 |G| · ♯Conj(G) = ♯Comm(G) が得られる。

(6) k が標数 0 の代数閉体であるとき, t2,2-Sdim
l(H) は本質的に, 既約な左 H-加群の同型

類がいくつあるのかを表わした不変量である。詳しく述べると, H が標数 0 の代数閉体
k 上の有限次元半単純 Hopf 代数ならば,

t2,2-Sdim
l(H) = t2,2-Sdim

r(H) = (dimH) ♯Irr(H)

である。但し, ♯Irr(H) は既約な左 H-加群の同型類の個数を表わす [32; Theorem 4.12].

以上, 現在までに判明している主な結果を挙げてきたが, b ̸= t2,2 のとき, モノイダル森田不
変量 b -Sdiml(H) および b -Sdimr(H) がどのような表現論的意味を持つのかはまだわかってい
ない。これについて調べることや, 他のモノイダル圏に対する Schrödinger 対象について, 同種
のモノイダル森田同値不変量を定めて, その性質を調べることは重要な課題である。また, 今ま
で得られている結果においては, すべて b -Sdiml(H) = b -Sdimr(H) となっている。一般に, 単
対象が単純であるような k-線形モノイダル圏 C に対し, その Schrödinger対象 S が左双対を
持ち, S∗ ∼= S を満たせば, [32; Lemma 4.6 (2)]から, b -Sdiml(C) = b -Sdimr(C) となることが
わかるが, そうでない場合に両者が等しいかどうかはわからない。b -Sdiml(H) ̸= b -Sdimr(H)

となるHopf代数 H の例を見つけることも今後の課題の 1 つに挙げられよう。

Appendix. 以下は, 共著論文 [32]の中で修正を要すると思われる箇所の一覧である。

(i) (Lemma 2.9 (2))同型を与える写像 Ψの定義域を IA(RA(M)⊗V )に修正し, Ψ(a⊗v⊗m)

をΨ(a⊗m⊗ v) に。
(ii) (Lemma 3.1) Z(F ) を規定するための条件として, ΠD ◦ Z(F ) = ΠC ◦ F であることに
加えて補題 1.1(ii)の条件を付け加える。
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(iii) (3.2節の 2行目) HomC(ΠC(X), IZ(C)) をHomC(ΠC(X), IC) に。
(iv) (Lemma 3.2の証明)

• (3 行目) HomC
(
(ΠC ◦ Z(F ))(X), I

)
を HomC

(
(ΠC ◦ Z(F ))(X), I

)
に。

• (4 行目) HomD
(
(F ◦ΠD)(X), I

)
を HomD

(
(F ◦ΠD)(X), I

)
に。

HomD
(
ΠD(X), F (I)

)
を HomD

(
ΠD(X), F (I)

)
に。

• (5 行目) X ∈ Z(C) を X ∈ Z(D) に。
(v) (Theorem 3.3(2), Theorem 3.4(2), Theorem 3.8(1)) 一意性の部分は (ii)と同じ条件を
付け加える。Theorem 3.8(1)においては, さらに, F ◦RA を F rev ◦RA に。

(vi) (Theorem 3.3(2)の証明) ΦA を Φ−1
A に, ΦB を Φ−1

B に。
(vii) (Theorem 3.10の 2 行上) dual Schrödinger object を dual Schrödinger module に。
(viii) (Theorem 3.11の 2 行目) (D(A∗)M)rev = を削除。
(ix) (p.18の 3 行目) D(A)A

∗ を D(A)A
∗cop に。

(x) (Proposition 4.3, Proposition 4.4, Subsection 4.2) C の unit object が simple であると
いう仮定を付け加える。

(xi) (Lemma 4.9およびその証明) ⇀ を • に。但し, p.25の下から 5行目の S−1(ei) ⇀ a(2)

だけは S−1(ei) ▶ a(2) に。
(xii) (p.26の 1 行目) 引用文献を [30]から文献 [25]の Theorem 4(a)に変更。
(xiii)第３節で, X を V に変更する (第３節冒頭のモノイダル圏の中心の定義は [14]を踏襲

しているため)。
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