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§6. Ascoli-Arzelàの定理
Ascoli-Arzelàの定理は解析学における基本的な定理の一つである. まず, Ascoli-Arzelàの定
理について述べるために必要となる言葉を用意しておこう.

定義 6.1 Xを位相空間, SをC(X)の空でない部分集合とする. あるC > 0が存在し, 任意の
f, g ∈ Sに対して,

d(f, g) ≤ C

となるとき, Sは一様有界であるという.

定義 6.1において, Xがコンパクトな場合は次がなりたつ.

定理 6.1 X をコンパクト空間, Sを C(X)の空でない部分集合とすると, 次の (1), (2)は同値
である.

(1) Sは一様有界である.

(2) あるK > 0が存在し, 任意の f ∈ Sおよび任意の x ∈ Xに対して, |f(x)| ≤ K.

証明 (1)⇒(2): 仮定より, あるC > 0が存在し, 任意の f, g ∈ Sに対して,

d(f, g) ≤ C

となる. ここで, f0 ∈ Sを任意に選んで固定しておく. このとき, |f0| ∈ C(X)を

|f0|(x) = |f0(x)| (x ∈ X)

により定めることができる. 更に, Xはコンパクトだから, |f0|は最大値をもつ. よって, f ∈ S,

x ∈ Xとすると, 三角不等式より,

|f(x)| ≤ |f(x)− f0(x)|+ |f0(x)|
≤ C +max{|f0(x)| | x ∈ X}

となる. したがって,

K = C +max{|f0(x)| | x ∈ X}

とおけばよい.

(2)⇒(1): 三角不等式を用いればよい. □

また, 次のように定める.

定義 6.2 X を位相空間, S を C(X)の空でない部分集合とする. 任意の ε > 0および任意の
x ∈ Xに対して, xのある近傍 U が存在し, 任意の f ∈ Sおよび任意の y ∈ U に対して,

|f(x)− f(y)| < ε

となるとき, Sは同程度連続であるという.

更に, 距離空間の全有界性について思い出しておこう.

定義 6.3 Xを距離空間とする. 任意の ε > 0に対して, ε近傍からなるXの有限被覆が存在す
るとき, Xは全有界であるという.

距離空間のコンパクト性や全有界性に関して, 次がなりたつ.
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定理 6.2 Xを距離空間とすると, 次の (1), (2)は同値である.

(1) Xはコンパクトである.

(2) Xは全有界かつ完備である.

それでは, Ascoli-Arzelàの定理について述べよう.

定理 6.3 (Ascoli-Arzelàの定理) (X,O)をコンパクト空間, Sを C(X)の空でない部分集合
とすると, 次の (1), (2)は同値である.

(1) C(X)の一様収束位相に関して, Sはコンパクトである.

(2) Sは一様有界かつ同程度連続である.

証明 X はコンパクトだから, C(X)の一様収束位相は距離 d から定まる位相に一致する. 更
に, C(X)は完備となるから, Sも完備である. よって, 定理 6.2より, (1)は次の (1)’と同値であ
ることに注意する.

(1)’ Sは全有界である.

(1)’⇒(2): まず, Sは全有界だから, ある f1, f2, . . . , fn ∈ Sが存在し,

S ⊂
n⋃

i=1

B (fi; 1)

となる. ここで, f, g ∈ Sとすると, ある i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , n}が存在し,

f ∈ B(fi1 ; 1), g ∈ B(fi2 ; 1)

となる. よって, 三角不等式より,

d(f, g) ≤ d(f, fi1) + d(fi1 , fi2) + d(fi2 , g)

< 2 + max{d(fi, fj) | 1 ≤ i, j ≤ n}

である. したがって, Sは一様有界である.

次に, ε > 0とする. Sは全有界だから, ある g1, g2, . . . , gm ∈ Sが存在し,

S ⊂
m⋃
i=1

B
(
gi;

ε

3

)
となる. ここで, f ∈ Sとすると, ある i′ ∈ {1, 2, . . . , m}が存在し,

f ∈ B
(
gi′ ;

ε

3

)
となる. また, x0 ∈ Xとし, x0の近傍 U を

U =
m⋂
i=1

{
x ∈ X

∣∣∣ |gi(x)− gi(x0)| <
ε

3

}
により定める. x ∈ U とすると, 三角不等式より,

|f(x0)− f(x)| ≤ |f(x0)− gi′(x0)|+ |gi′(x0)− gi′(x)|+ |gi′(x)− f(x)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3

= ε
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である. よって, Sは同程度連続である.

(2)⇒(1)’: ε > 0に対して,

U =

{
(O, x) ∈ O×X

∣∣∣∣x ∈ Oであり, 任意の f ∈ Sおよび任意
の y ∈ Oに対して, |f(x)− f(y)| < ε

4

}
とおく. Sは同程度連続だから,

{O | (O, x) ∈ U}

はX の開被覆である. 更に, X はコンパクトだから, ある (O1, x1), (O2, x2), . . . , (On, xn) ∈ U

が存在し,

X =
n⋃

i=1

Oi

となる. ここで, (α1, α2, . . . , αn) ∈ Znに対して,

S(α1, α2, . . . , αn) =

{
f ∈ S

∣∣∣∣任意の i = 1, 2, . . . , nに対して,
αi

4
ε ≤ f(xi) ≤

αi + 1

4
ε

}
とおく. Xはコンパクトであり, Sは一様有界だから, 定理 6.1より, 空でない S(α1, α2, . . . , αn)

は有限個である. これらを S1, S2, . . . , Smとおくと,

S =
m⋃
j=1

Sj

である. 各 j = 1, 2, . . . , mに対して, fj ∈ Sjを任意に選んで固定しておく. x ∈ Oi, f ∈ Sjと
すると, 三角不等式より,

|f(x)− fj(x)| ≤ |f(x)− f(xi)|+ |f(xi)− fj(xi)|+ |fj(xi)− fj(x)|

<
ε

4
+

ε

4
+

ε

4

=
3

4
ε

である. よって,

d(f, fj) <
3

4
ε

< ε

となり,

Sj ⊂ B(fj; ε) (j = 1, 2, . . . , m)

である. したがって,

S =
m⋃
j=1

S̄j

⊂
m⋃
j=1

B(fj; ε),

すなわち, Sは全有界である. □
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問題 6

1. Sを任意の元がC1級となるC[0, 1]の部分集合とし,

S ′ = {f ′ | f ∈ S}

とおく. S ′が一様有界ならば, Sは同程度連続であることを示せ.

2. K : [0, 1]× [0, 1] → Rを連続関数, {fn}∞n=1を∫ 1

0

|fn(s)| ds < 1 (n ∈ N)

となるC[0, 1]の点列とする. このとき, gn ∈ C[0, 1]を

gn(t) =

∫ 1

0

K(s, t)fn(s) ds (t ∈ [0, 1])

により定め, S ⊂ C[0, 1]を
S = {gn |n ∈ N}

により定める.

(1) Sは一様有界であることを示せ.

(2) Sは同程度連続であることを示せ.

3. Xをコンパクト空間, {fn}∞n=1をC(X)の点列とし, f ∈ C(X)とする. 更に, 次の (a), (b)が
なりたつと仮定する.

(a) 任意の x ∈ Xに対して, f(x) = lim
n→∞

fn(x).

(b) 任意の n ∈ Nおよび任意の x ∈ Xに対して, fn(x) ≤ fn+1(x).

このとき, S ⊂ C(X)を
S = {fn |n ∈ N}

により定める.

(1) Sは一様有界であることを示せ.

(2) Sは同程度連続であることを示せ. 更に, Ascoli-Arzelàの定理を用いることにより, Dini

の定理がなりたつことが分かる.
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問題 6の解答
1. まず, [0, 1]はコンパクトであり, S ′は一様有界だから, 定理 6.1より, あるK > 0が存在し,

任意の f ′ ∈ S ′ (f ∈ S)および任意の u ∈ [0, 1]に対して, |f ′(u)| ≤ Kである.

次に, ε > 0, s ∈ [0, 1]とする. このとき,

f ∈ S, t ∈ [0, 1], |s− t| < ε

K

とすると,

|f(s)− f(t)| =
∣∣∣∣∫ s

t

f ′(u) du

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ s

t

|f ′(u)| du
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ s

t

K du

∣∣∣∣
= K|s− t|

< K · ε

K

= ε

である. よって, Sは同程度連続である.

2. (1) [0, 1]× [0, 1]はコンパクトだから, C ≥ 0を

C = max{|K(s, t)| | (s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]}

により定めることができる. このとき, n ∈ N, t ∈ [0, 1]とすると,

|gn(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

K(s, t)fn(s) ds

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

|K(s, t)fn(s)| ds

≤ C

∫ 1

0

|fn(s)| ds

≤ C · 1
= C

である. [0, 1]はコンパクトだから, 定理 6.1より, Sは一様有界である.

(2) Kはコンパクト集合 [0, 1]× [0, 1]で定義された連続関数だから, 一様連続である. よって,

ε > 0とすると, ある δ > 0が存在し,

(s, t), (s, u) ∈ [0, 1]× [0, 1], |t− u| < δ

ならば,

|K(s, t)−K(s, u)| < ε

となる. このとき, n ∈ Nとすると,

|gn(t)− gn(u)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

K(s, t)fn(s) ds−
∫ 1

0

K(s, u)fn(s) ds

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

|K(s, t)−K(s, u)||fn(s)| ds
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≤ ε

∫ 1

0

|fn(s)| ds

< ε · 1
= ε

である. したがって, Sは同程度連続である.

3. (1) x ∈ X, n ∈ Nとすると, (a), (b)より,

f1(x) ≤ fn(x) ≤ f(x)

である. ここで, Xはコンパクトだから, K ≥ 0を

K = max{|f1(x)|, |f(x)| | x ∈ X}

により定めることができる. よって,

|fn(x)| ≤ K

である. したがって, 定理 6.1より, Sは一様有界である.

(2) ε > 0, x ∈ Xとすると, (a), (b)より, あるN ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥ N ならば,

f(x)− fn(x) <
ε

5

となる. また, f, fN ∈ C(X)だから, xのある近傍 U が存在し, y ∈ U ならば,

|f(y)− f(x)| < ε

5
, |fN(y)− fN(x)| <

ε

5

となる. よって, n ∈ N, n ≥ N , y ∈ U のとき, (b)および三角不等式より,

f(y)− fn(y) ≤ f(y)− fN(y)

≤ |f(y)− f(x)|+ |f(x)− fN(x)|+ |fN(x)− fN(y)|

<
ε

5
+

ε

5
+

ε

5

=
3

5
ε

である. したがって, 三角不等式より,

|fn(x)− fn(y)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− f(y)|+ |f(y)− fn(y)|

<
ε

5
+

ε

5
+

3

5
ε

= ε

となる. また, f1, f2, . . . , fN−1 ∈ C(X)だから, xのある近傍U ′が存在し, y ∈ U ′ならば,

|fi(x)− fi(y)| < ε (i = 1, 2, . . . , N − 1)

となる. 以上より, Sは同程度連続である.


